Я Нео. 


[УВЕ ПУбтобусятичеие АБАЯ. 


(СтеПе-Вогелал, Зошгаа г Фе теню миф алоеханд  Мабещанк, 
Ва. ТУ, 8. 25-55. Вега, 1858). 


(Мопабфенеме 4. Коний. Ака. 4. У 55. ха Вейь 1868, 
8. 215—528). 


МОЗКАЦ. 


1902 г. 


В: НеаИо т. 


Два изслдовантя по тИоДИНаиик*. 


1. 0 вихревомъ движенм. И. О прерывномъ движенм 
жидкости. 


Перевдь пидъ редакщей 
(. &, Чаплина 


професе. ИмнеРАТОРСКое Московскато Инженернаго Училища, В. П. С. 


МОСКВА 
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1. 


©6ъ интегралахъ уравненй гидродинамики, соот- 
вфтствующихь вихревымъ движенямъ. 


До сихь поръ интегралы уравнений тидродинамики 
отыскивались почти исключительно въ томъ предполо- 
женти, что прямоутольные компоненты скорости каждой 
жидкой частицы могутъ быть приравнены производ- 
нымъ, взятымъ по соотвтственнымъ направленямъ 
оть нЪкоторой опредфленной функши, которую мы 
условимся называть ‘потениаломь скороетей 1). И, 
дфйствительно, еще Лагранжъ *) доказаль, что это 
прелположене допустимо во всЪфхь ТФхь случаяхъ, 
когда движеше жнлкой массы возникло и продол- 
жастся подъ дЪйстыемъ силъ, которыя сами могуть 
быть представлены какъ производныя оть потеншала 
силь; онъ далфе показаль, что и вмяве лвижущих- 
ся твердыхь тЪль, кохорыя приходягь въ соприкос- 
новее съ жидкостью, не измфняетъ пригодности 
этоге предпохожетя. Но такъ какъ большин- 
ство поддающихся точному математическому опредф- 
зенио силъ природы можеть быть представлено въ 


*) Мёсатаие апа]убеие. Раг5. 1815. Т. И, р. 304. 
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видф производныхь оть ипотенщала силъ, то отсюда 
и большая часть подлежашихь математическому раз- 
смотрн!ю случаевь движешя жидкости принадле- 
жить именпо къ тЪмъ, при которыхъ существуетъ 
потеншаль скоростей. 

Между тБмъ уже Эйлеръ *) обратилъ вниман!е на 
то, что сушествують и таке случаи движешя жид- 
кости, при которыхъь не имфеть мфста потенщаль 
скоростей, папримфръ, врашсвае жидкости около оси 
при одинаковой угловой скорости всфхь частицъ. 
Кь силамъ, способнымъ вызвать такого рола лвиже- 
ия, принадлежать силы магнитныя, дЪйствуюция ва 
жидкость, по которой проб]аетъ зисктрическ!й токь, 
и въ особенности треые частищь жидкости между 
собой и о твердыя тфла. Вияюе трешя въ жид- 
костяхь до сихь поръ еще не поддавалось мате- 
матическому опрелЪфлентю, а между тфмтъ во всЪхь 
случаяхь, гдЪ дфло илеть не о безконечно малыхь 
колебаняхъ, оно очепь вслико и порождасть весь- 
ма значительныя отклоисня дЪйствительности оть 
теорш. Трудность опредфленя этого ваяшя и изы- 
скашя метода для его измфрешя обусловливались, 
тлавнымъ образомъ, пожалуй, тьмь, что не имфлось 
вовсе нагляднаго представлешя о формахъ такихъ 
движен, кохорыя вызываются въ жидкости тре- 
немтъ. Вз, этомъ отношены мн казалось поэтому 
весьма важнымь подвергнуть изслБдованю формы 
движен1я, при которыхъ не сушествусть потенщала 
скоростей. 


*) Ныоне 4е ГАса4. Чез Заепсез Це ВеЙш, Ап: 1755, 
р- 292. 
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ДальнЪфйшее изслфловаше покажетъ намъ, что въ 
тфхъ случанкъ, гдЪ сушествусть потеншалт, скоро- 
стей, мельчайния частицы жидкости не имфютъ вра- 
тательнаго движеня, но, по крайней мЪр\, часть 
жидкихъ частиць находится во вращенш, разъ по- 
тенщаль скоростей не имфеть мфста. 

Визревыми лишвми н называю яинти, проведенныя 
въ жидкой массф такимъ образомъ, что ихъ направ- 
лен полсюду совиадаетт, съ направлешемъ мгновен- 
ной оси врапеня лежащихь на нихь частиць жид- 
кости. 

Витревыми нитями я называю части жилкой мас- 
сы, которыя выдфлятся изъ нея, если черезь вс® 
точки контура безконечно малаго олемента поверх- 
ности провести соотв тственныя вихревыя лини. 

Изслфдоване показывастт, что если для всфхъь 
силъ, д.йствующихь на жидкость, существует по- 
тенщаль силъ, то: ° 

т) пи одна жидкая частица пе можеть придти 
во вращательное движеше, если только она не 
облалала имь уже съ самаго пачала; 

2) жидкая частицы, расположенныя для какого- 
нибудь момента времени на вихревой лини, 
всегда будуть и при свосмъ перемфшеви при- 
надлежать одной и той же вихревой лини; 

3) произведсше поперечнаго сфчения на скорость 
врашевя для безконечно тонкой вихревой нити 
на всемъ ея протяжени постоянно и сохраняетъ 
свою величину при перелвиженти нити. Позэто- 
му вихревыя нити должны внутри жндкости замы- 
каться въ, себБ; онф могуть оканчиваться не иначе, 
‘какъ на ея границахъ. 
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Это послфднее пеложенс даеть возможность 
опрелфлить скорости вгашешя, если дана ферма 
соотвфтствеиныхть вихревыхъ нитей для различныхъ 
мемснтовъ времени *). Далфе разрЪшастся задача объ 
опредфлеши скоростей жидкихъ частидь для извЪъст- 
нато момента времени, ссли для этого мемсита даны 
скорости вращения; при этемъ остается неопред$ленной 
тольке одна произвельная функшя, которую нужно по- 
добрать такъ, чтобы удовлетворяхисьтраничныя условуя. 

Эта послфдняя задача приводить насъ къ замЪфча- 
тельной аналоми между вихрсвыми длижешями жид- 
кести и электромагнитными дЪйстыями электриче- 
скихь токовъ. Именно, если въ односвязномт **} про- 
странстьф, заполненномь движущейся жидкостью, 
сушествуеть потеншалъ скоростей, то скоресги жид- 
кихЪ частниь совпадаютъ по величинЪ и направле- 
ино съ тфми силами, котерыя проявили бы извЪстнымь 
образомъ распредЪленныя на поверхности пространства 
магнитныя массы на магнитную частилу, помфша- 
ющуюся внутри его. Если же, напротивъ, въ такомъ 
пространств сущеслвуютъ вихревыя нити, те ско- 
рости жидкихь частицъ должно пележиту равными 


*) Решеня этей задачи Гельмгольцемъ не дано. Нрим. вед. 

*”) Я употребляю это выражеше ву, такомъ же смыслЪ, въ 
какомь Ветапи (СгеПе’х ]оигпа!, ВЯ. У. $. 108) говорить 
объ односвязныхь и многосвязныхь поверхнестяхь. Такъ 
что я-связнее пространство есть такее пространство, кото- 
рее можно пересфчь не белбе, какь (и — 1) поверхностями, 
не раздёляя его на дёЪ совершенно разъединенныя части. 
Такь кольце въ этомь смыслф есть двусвязное простран- 
ство. Пересёкающйя поверхности должны быть `вполн® егра- 
личены замкнутой лишей, по которой ®нф пересёкають 
гранивы престранства. з 
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силамъ, возникающимъ оть дЪфйстия на магнитную 
частицу замкнутыхь электрическихь токовъ, которые 
частью прохолятъ по вихревымъ нитямъ внутри 
массы, частью по ея поверхности, и сила кеторыхь 
препоршональна произведешю поперечнаго сфченя 
вихревыхь нитей на скорость врашензя. 

Въ виду этого въ дальнЪйшемъ я позволю себф 
часто воображать присутстые магнитныхь массф или 
электрическихь токовъ для того только, чтобы, 
пользуясь отимъ, получить болфе краткое и нагляд- 
ное выражеше для природы функшй, которыя явля- 
ются имеино такими функшями отъ коердинать, 
какъ потенщальныя функщи ихи силы притяженшя 
указанныхъ массъ или токовъ на магнитную частицу. 

Благодаря этимъ положенямт, цфлый ряд, фермъ 
движеня, скрытыхь въ перазработанномъ классф 
интеграловъ уравнешй гндродинамики, становится, 
по крайней мЪрЪ, доступнымь представлен, хо- 
тя окончательное выполнеше интеграши возмежне 
хинт, для немиогихь просгЪйихь случасвь, когда 
имфется только одпа или дв прямолинейныя ихи 
кругевыя вихревыя нити въ безграничныхъ или толь- 
ке отчасти ограниченныхт, безконечною пзоскостыю 
жидкихъ массахъ. 

Можно доказать, что прямелинейныя параллельныя 
зихревыя нити въ жилкой массЪ, ограниченной 
только исриенликулярными къ нитямь пхоскостями, 
вращаются векругь общаго ихт, центра тяжести, если 
для опредфлен1я этой точки принимать скорость вра- 
щешя равной плотности массы. Положеше центра 
тяжести остастся неизм$ннымъ. Наоборетъ, въ слу- 
чаЪ круговыхь вихревыхъ нитей, котерыя всЪ рас- 
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положены перпендикулярно кь общей вси, центръ 
тяжести ихъ поперечнаго сфчен!я перемфщается па- 
раллельно этой оси. 


ба. 


Опредфлен@ вращенй. 


Пусть внутри капельной жидкости въ точкЪ, опре- 
дфлясмой прямоугольными координатами =, 9, # для 
времени $, лавлене равио р; компоненты скорести, па- 
раллельные тремь коорлинатнымъ осямъ, суть м, %, 0; 
компоненты вифшнихь силъ, дЪйствующихь на еди- 
ницу жидкой массы Х, У, Я, и плотность, измне- 
я которой мы прикимаемь исчезаюше малыми, 
равна й; тотда для точекъ $) внутри жидкести, какъ 
извЪстно, имфють мЪсто таюя уравнешя движеншя: 


У 


т 4 
Зо аи и Ра Ра а: 


0) | 

т 4 а а а ИЕ 
| ИН а а Тау Га" 
1 


2 


аи 2 рее 

о=-—— ВЕ, ЕВА 

Ч ‘а 4 
До сихъ поръ разсматривали почти исключительно 
таке случаи, гдЪ не только силы Х, Хи й имфють 
нотенталъ 7, такь чте могутъ быть представлены въ 


форм; 
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но гдЬ, кромЪ того, можне найги и потеншаль ско- 
ростей 1) ф, такъ что 
(1) и №. о в ее 
ах ау а2 
Этимъ задача значительно упротцается, такъ какъ 
три первыхъ уравневя (т) дають елне общее инте- 
гральное уравнене, изъ котораго можно найтн р, 
онредфхивъ предварительно ф изъ четвертаго урав- 
невя, котерос въ даннемъ случаЪ принимаеть видъ: 


и такимь образомъ совпадаеть съ извЪстнымъ. диф- 
ференшальнымъ уравнешемъ для потеншала магнит- 
ныхь массъ, помЬщающихся виф престранства, лля 
котораго должно имЪть мЪсто это уравнете. Извфстно 
также, что всякая функшя ф, удовлетворяющая это- 
му дифференщальному уравпеншо внутри односвяз- 
наго *) престранства, можегь быть представлена, какъ 
потеншалъ извЪфстнаго распредфленя  магнитныхъ 
массъ на его грапицахт, какъ я объ этемь упоминалъ 
уже во введен. 

ля того, чтобы подстановки, указанныя уравне- 
немь (1), имфли мЪсто, необходимо, чтобы: 


*) Въ мнегосвязныхь престранствахь Ф можеть сдфлаться 
мнегозначной, а для мнегозначныхь Фунюшй, уховлетворяю- 
щихъ указаннему лифхфФереншальному уравненю, основной 
законъ теорш электричества Стеег’а (СгеШе’з фоигпа], В@. 
ХИУ. 3. 360) не иметь силы, а, слфдовательно, не имфетъ 
мъста и большая часть вытекающихь изъ нея положений, 
выведенныхь Саизз’омъ и Сгеел’омь для магнитныхь потен- 
Щальныхь ФункшЙ, которыя по своей прирохф всегда одно- 
значны. 
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@о й @% а а ав 4и 
ах ° 4 ау 


( [12 5 
16) ду — ” 4х 4 й 

Чтобы уяснить себЪф механичссюй смыспъ этихь 
трехь услоый, мы можемъ представить себЪ, что 
измфнеше, которое претерифвает» безконечно малый 
объемъ жидкости въ элементь времени 4, слагается 
изъ трехь различныхь движенй: т) перемфщеня 
жидкой частицы въ пространств; 2) растяжешя или 
сжайя частнцы по тремъ главнымъ направленямъ 
растяжен:я, при чемъ всяк прямоугольный паралле- 
лепииедъ жидкости, стороны котораго параллельны 
гавнымъ направлен1ямь растяженя, остается прямо- 
угольнымъ, такъ что стороны его хотя и измняются 
по длинЪ, но тёмъ не менфе остаются параллельны- 
ми прежнимъ направлетямъ; 3) изъ поворота око- 
ло произвольно направленной мгновенной оси вра- 
щения, при чемъ этоть новороть но извЪстной теоре- 
мЪ всегда можно разсматривать, какъ результать сло- 
жешя трехъ поворотовъ около осей координатъ 5). 

Ноложимъь, что для точки съ координатами у 
и 3 выполнены условя (тс); обозначимъ значенйя и, 
Фиш и ихь производныя въ этой точкЪ слдую- 
щимъ образом: 


А аи : ар 4 а 

м 4 * ау а2 ь 
з а ав Чо 

а ау в, а= а № 

с ак а а, _@ , 

К а Ш! 


„Для точекъ, координаты которыхъ х, у, 2 безко- 
нечно мало разнятся отъ \, 1, $, мы получимъ: 


и = А--а(=—®--1(и— + 8@—3), 
=Р--у(и—Ю Ву а е— У, 
в == С-В &— о (и— у) ее @— 5), 
или позоживы 
9=А и РВиу-Се—9 
за е — 9-1 (у — 1—8) 
На (и— 9 е бэ ет —9 0—5, 


имфемъ 


а а. а. 

$, р $, ге $. 
ах ау 42 

Известно, что надлежащимъ выборомъ направлетя 
прямоугольных координагъ 2, Уи, 2: съ началомъ въ 
точкз ($, 9, 8) можно выражеме для ф привести къ 
такому виду: 

— 1 Е Е э. 
ф== Ая, -- Вии -|- Си 1 аля ЗЫ -Н} ее; 
разложеиныя по этимъ новымь осямъ координатъ 

скорости #,, ®, и, получаютъ значеня: 
и, = А-а, и = В, 6, = а ел. 
Такимъ образомъ скорость и‚, параллельная осн, 
одна и таже для всЪхъ жидкихъ частипъ, для кото- 
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рыхъа, имЪеть одну и ту же величину; ииаче, частицы, 
лежавипя въ начал элемента времени 4Ё въ плоскости 
параллельной плоскости у.е., находятся вътаковой же 
и въ конц элемента времени 4. То же самое справел- 
хиво и ДЛЯ ПЛОСКОСТСЙ Я и 221. Такимъ образомъ, 
если мы вообразнмъ себЪ параллелепипедъ, ограничен- 
ный тремя плоскостями, параллельными тремъ упомяну- 
тымъ, координатнымъ плоскостямъ и безконечно бхлиз- 
кимн кь иимъ, то заключающяся въ немъь жидыя 
частицы н по нстечен1и элемента времени 4# образу- 
ютъ прямоугольный параллелепипедь, грани котораго 
параллельны тЬмъ же координатиымъ плоскостямъ. 
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Все движене такого безконечно малаго паралхелени- 
педа при условн (16) слагается такимъ образомъ лить 
изъ поступательнаго персдвижен1я въ пространств? и 
изъ растяжетя или сжайя его реберъ; врашатель- 
наго же движетя въ этомт, случаф совершенно 
ить. 

Возвратимся къ нашей первой систем координатъ 
=, у, # и вообразимъ ссбЪ, что къ разсмотрннымъ 
движенямъ безконечно малыхъ массъ жидкости, 
окружающихь точку & №, % присоединяюлся еще 
врашательпыя лвижешя около осей параляельныхь 
осямъ 2, у, # и проходящихть черезъ точку ф, \, 3 
Если угловыя скорости этихь вращательныхъ движе- 
ий соотвфтственно равны &, 7, $, то вноснмые ими 
компоненты скорости, параллельные координатнымь 
осямъ м, у, г, будуть соотвЪтствепно: 

о, @—9Е —(-№Е 
—@—эут, о, @#—Зу: 
их —@— 95, о. 

Скорости частицы, координаты которой 2, и, 2, вы- 

разятся тогда слБдующимъ образомъ: 
и А-а РОО 9—9 @—9, 
= В-- (у —© (#— в --Ьи— + @-Н9 (#—9, 
ю=С--(8--% (#99 (и— 9-е (2—3). 
Дифференцируя получаемъ: 
{ 


а: 

6 ион, 
4х а 
| ан 4 

[ож 20 
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Такимь образомъ, яБвыя части уравненй, которыя 
но уравнешямь (16) должны равняться нулю, разъ 
сутествуеть потеншальъ скоростей, равны удвоен- 
нымъ скоростямь вращеня соотвфуственныхь жид- 
кихь частидь около трехь координатныхъ осей. СлБ- 
довательно, существовате потентала скоростей исклю- 
часть возможность существован1я врашательнаго дви- 
женя жнлкихь частииъ. 

Какъ дальнЬйшую характерную особенность дви- 
женя жидкости съ потеннлаломь скоростей, нужно 
привести здфсь то, что въ пространств ©, ограни- 
ченномь неподвижными стФнками, совершенно за- 
полненномъ жидкостью и односвязномъ, такого дви- 
жешя существовать нс можеть. Въ самомъ дЪяЪ, 
если мы черезъ я обозначимъ направленную внутрь 
нормаль къ поверхности такого пространства, то пер- 
пендикулярные къ стфикамъ компоненты орон Че 

ай 
вездЪ должны быть равны нулю. Тогда по извЪстиой 


теорем *) Сгееп’а °): 
РВ [ . 9 д, 


Да-а ке [9 


гдф слЪва инхегращя должна быть распространена на 
все пространство 8, а справа на траничную поверхность 
элемснгь площади которой обозначенъ 4. Если те- 


4 


перь 
РР т 


на всей поверхности равно нулю, то и интеграяль 


въ. иБвой части долженъ равняться нулю, что воз- 


*) Уже упоминавшаяся выше жеорема в+ СгеПез Доигпа\, ва. 
ХНУ. $5. 360, не распространяющаяся на мМногосвязныя 


и 


можно лишь въ томъ случаЪ, когда во всемъ про- 
странств & 

20% 

Я у @2 
т. е. если совсфмъ не происходить никакого движе- 
ня жидкости. Такимъ образомь, всякое движене 
ограниченной жидкой массы въ односвязномъ про- 
странствЪ, обладающее  потеншаломь скоростей, 
необходимо связано съ движешемъ поверхности 
жидкости. Если это движеше поверхности, т. е. 
4 ый , 
> вполнф намъ дано, то тфмъ самымъ однозначио 
опредфлено и движеше всей заключенной внутри ся 
массы жидкости. Въ самомъ дфлЪ, если бы существо- 
валн функши ф, и ф,, которыя одновременно удо- 
влетворяли бы внутри пространства 5 уравнению: 

а3 &3 

+ Ни + = 


‚4 
и на поверхности условю: я —{, гдЪ { обознача- 


а. Я 
еть величины Я, обусловленныя движенемъ поверх- 
7 


ности, то и функшя ($, —$,) удовлетворяла бы пер- 
вому уравненю внутри пространства 5, на поверхно- 
стн же было бы 
2—9) о. 
@п к 
отсюда слфловало бы, какъ уже было показано вы- 
ше, что внутри пространства 5 


4 (0—9) _99— _ 9-9 
4х ау г 


Такимъ образомъ, обфимъ функщямъ соотвЪтство- 
вали бы совершенно тф же скорости и внутри вссго 
пространства &. 

Такимъ образомт, только въ томъ случаЪ, когда 
не существусть потеншала скоростей, возможны вра- 
шеня жидкихь частицъ; лишь въ этомъь случаЪ ли- 
ви тока мотутъ замыкаться внутри односвязнаго 
вполнЪ замкнутаго пространства. Мы можемъ поэтому 
движешя, не обладающя потенцщаломт скоростей, 
вообще характеризовать какъ вихревыя 7). 


$ 2. 


Постоянство вихревого движенйя. 


Прежде всего опредфлимъ, какъ измфняются ско- 
рости вращеня ®, , С во время движения, если дЪй- 
ствуютъ только силы, допускающя потеншаль силъ. 
Замфчу, во-первыхъ, вообще, что если { ссть функ- 
щя у, 2 и фи возрастаегь на 0], при возрастан{и этихъ 
четырехь всличинъ на 04, ду, д2 и ОЬ то 


9} 4 а-я 92-- 9 ду-- й 02. 


& 

Если мы теперь желаемъ опредфлить измфнене 
за элементь времени 0# для и\фкоторой опредЪлеи- 
ной частицы жидкости, то величинамт, дл, ду и 02 
должно дать тЪ значен1я, которыя они имфють для 
движущейся частицы, а именно: 

0х == ид Чу-==ФдЬ 92= 40 
получаемъ 1) 


9$ мн & „@ | „& 


9: В, аут аг 
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‚9 хе 
Обозначене р въ дальнЪйтемь я буду всегда уно- 


Ге 
2 
треблят, въ томъ смыслЪ, чтобы 5% выражало из- 
мЪнене { за время 4 для одной и той же жидкой 
частицы, координаты которой въ начал времсни 
@ были х, $, 2. 

Исключая изъ уравлешй (т) дифференцированемъ 
величину р, вводя обозначеня, подставляя значешя 
изъ, уравненйй (2) и принимая, что силы Х, У, # уло- 
влетворяютъ уравненямъ (10), получасмъ сл$лующя 
три уравненя 3): 
0 ре т 
= та: Ка О 


м — Е о) м 


ные 


м——————щ 


8) Е -РЯ ‘и Ё Е ь 
. 4 р „Че 
9 — 5 Фе Е * 4: ? 
или же 
9 аи а а 
ааа Ааа" ав’ 
ба) 9% ; аи 2 а г аи 


9 * ау го ау Чу” 
[4 44 45 40 
в г. 


Если для выбранной частицы &, \, С одновременно 
равны нулю, то и 


00% _ 


о м м 


———— 
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Такимъ образомь, жндьёя частицы, не находив- 
ипяея уже во вращательномь движени, не придутз 
въ таковое и по истечении нъкоторезо времени. 

Какт. изьЪстно, врашательныя движен!н можно 
складывать по методу параллелотрамиа сить. Если &, 
1, С суть скорости пвращешя около координатныхь 
осей, то скорость врашсвшя с 19) около мгновенной 
оси вращенйя ссть 


=УИвеы 
а косинусы угловъ, которые образуегь эта ось съ 


хоординатными осями, соотв тственно равны: 


ЕС 


щи. 
с б 


Если мы въ направлен !и этой мгновенной оси враще- 
ыя отложимъ безконечно малый отр$зокъ ве, то 
проекти его на оси координать булутъ соотвЪтственно 
равны =, = и &. Если въ точкЪ 2, у, 2 компоиенты 
скоростн суть и, ® и ю›то на другомъ концЪ отрЪзка 
бЕ ОНИ имфють величины: 


Е «Ну 


(С С @ 
Ф = 0-|- = аз "ау + & =, 


а 


ав а 
9 а, | =С 


@2 ` 


Такимъ образомъ, по истечени времени #& проекщи 
разстояшя межлу обфими частилами, ограничивавши- 
ми въ начаяЪ 4 отрЪФзокъь 6, получать значенля, 
которыя на основан уравнен! (3) можно выразить 
слфдующимъ образомъ: 


— 20 — 


и, чаев (Е ы и), 


гп -| (©, —9) ие (си ). 


= (2 ии (С+ < 4. 


СтБва здфсь стоять проскщи отрЪзка бе въ его но- 
вомъ иоложеши, справа — умноженныя на постоян- 
ный факторт, & ироекши повой скорости вращенйя; 
изъ этихъ уравнсый слЪфдуетъ, что лия, соединяю- 
щая двЪ частицы, которыя вЪ началЪ времени Я огра- 
ничивали отрфзокъ 0г мгновенной оси врашсёЯя, и 
по истечен!и времени # совпадать съ измБнившейся 
теперь осью вращения 1). 

Если линю, направяен!с которой вездЪ совпадаеть 
съ паправиевемъ мгповенной оси вращеня находя- 
щихся на ней жидкихъ частиць, мы пазовсмъ, какъ 
уже раныле условились, вихревой хиюей, то мы 
можемъ только-что полученный выводъ формулиро- 
вать такъ: всякая вихревая мивя остается постоян- 
0 составленной изъ одноть и ттяъ же частиц 
окидкости и передвизаетея въ жидкости вмтъсть съ 
ними. 

Прямоугольные компопенты угловой скорости 
личиваются въ томъ же отиошен!и, какъ и прое_ 
отрЪзка сё оси врашен1я; отсюла сл дуетъ, что резуль- 
тирующая скорость вращеняя опредюлениой жидкой 
частицы измльняется в такомь жеотношени, какз раз- 
отояне этой частицы оть соспдниль на оси вращенйя. 

Вообразимъ себЪ, что черезъ всЪ точки контура 
безконечно малой плошади проведепы вихревыя ди- 
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н1и; этимъ способомъ мы выдфлимъ жидкую нить съ 
безконечно малымъ поперечнымь сфчетемьъ; будемъ 
называть ее вихревою литью. Объемъ отрЪзка такой 
нити, ограниченнаго двумя опредфленными частицами, 
по только что локазанному остается все время нацол- 
неииымъ одифми и тфми же частицами жидлкостн; 
при псредвижени объемъ этотъ не измЪиястся 1), 
и, слфловательно, ето поперечное сфчеше должно 
измЪняться обратпо иропоршопально длин®. Поэтому 
указанное выше положене можно формулировать и 
такъ; ироизведене скорости вращешя на поперечное 
спчеше въ части вихревой нити, состоящей изъ 0д- 
нльхь в пиьть же частиць воды, остаетен постояннымь 
эре передвижении нити. й 

Изъ уравненй (2) непосредственно слфлуеть, что 


Ге: и Г’ 
Че 2 а= = 
откуда далбе 


ен. 


ах ' ау 


Эта интсграшя можетл, быть распространена на впол- 
н% произвольпый объемъ 8 жилкой массы; про- 
интсгрировавь почленно, имфемъ 


при чсмъ интегравя распространяется на всю по- 
верхность объема 5. Назовемъ черезь @® элементь 
плошади этой поверхности и чрезъ ©, В, 1—- углы, 
которые образуеть внфиняя нормаль къ 4% съ осями 
координатъь 18); тогда 
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Чу: === соз оф, 4х 42 = соз ВЧ, @ж4у — соз ту. 
Сл$довательно: 


| 0% сов В-|- Сс05 1) @® = 0, 


или называя черезъ с резульгируютую скорость 
врашешя и чрезъ $ уголь ся съ нормалью, 


б с0$ $. 40 =0, 
тдЪ интеграшя распространяется на всю поверхность 
объема 5. 

Пусть теперь 8 представляеть отрфзокъ вихревой 
нити, ограпиченцой двумя бсзконечно малыми плос- 
кими элсыснтами ©, и ®,, перпепдикулярными къ 
оси нити; тогда с05$ для одпого изъ этихь элемен- 
товъ равенъ т, ляя другого — 1, на всей остальлой 
поверхности нити равснъ нулю; пусть лалфе, в, и 6, 
суть скорости вращешя въ точкахт, сфчен! ®, и ®,; 
тогда посяфднее уравнеше даетъ 


с, 


о, те 6, 


ь > 
откуда сублуегь произведение скорости вращеня на 
поперечное съчене есть величина постолиная на всей 
длин одной и той же нити. Что опо пе измфняется и 
при передвиженти нити, это было доказано уже раньше. 

Изъ этого положешя вытекасть также, что вихрс- 
вая пить нигдБ внутри жидкости не можеть пре- 
сЪчься; она либо замыкастся внутри жидкости, образуя 
кольцо, либо распростирается до траницъ ея. Въ са- 
момъ ДЪлЛЪ, если бы вихревая нить коичалась 
гдЪ-нибудь внутри жидкости, чо можно было бы 
построить замкнутую поверхность, для которой инте- 


тралъ |6 созф@® не равнялся бы нулю. 


- 
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8 3. 
Интегращя по объему. 


Если возможно опредфлить движете имфющихся 
вт, жидкости вихрелыхъ нитей, то съ помощью уста- 
повленныхь положен! вполнф опредфляются и вели- 
чины & 5) и С. Мы перейдем теисрь къ задач объ 
опредфленйт скоростей в, е и #' по данпымъ & ци. 

Итакъ, пусть внутри жилкой массы, заполняющей 
пространство 5, лапы значетя 3-хь величить &, Чи 
С уловлегворяюпия услово: 

о. (2а) 
“Гребуется найти и, ® и ш такъ, чтобы оши внутри 
всего пространства б удоваетворяли уравненямъ: 


ан 
(1), и 
1 
(2) Де ав == 2% 
аи 
ОЖ 


Сюда присоединяются ете условя, которыя должны 
выполняться на границахь эространства 8 и которыя 
зависят всякйЙ разъ огь природы задачи. При дан- 
ном, распредфлещи всличинь Е, у и С можеть ока- 
заться, что лишь часть вихревыхъ нитей, заключен- 
ныхъ внутри пространства 5, замыкаются, а всф осталь- 
ныя нити достигають границл, 8 и здфсь обрыва- 
ются. Нити этой послфдней категории всегда можно 
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продолжить либо по поверхности 8, либо ви объ- 
ема 8, такъ чтобы онф замкнулись, тогда мы будемъ 
имфть болышй объемъ 6;, который булстъ закаючать 
въ себЪ лишь замкнутыя вихрсвыя нити, и на поверх- 
ности котораго величины &, 1, С и сами результиру- 
юния ихь б будугь равняться нулю, или, по край- 


ней мЪрЪ, 
Е со «-|- сз В-Е С с0з у==6 с0з $==0. (26). 


ЗдЪсь, какъ и раньше, @, В и ^/ обозначаютл, углы 
межлу нормалью въ соотвфтственной части поверх- 
ности 8, и осями коорлинатъ, 9 — уголъ между нор- 
малью и осью вихревого вращешя. 

Значетя и, %® №, удовлетворяющая уравнетямъ 
(1): и (2), мы получаемь, полагая: 


{ ЧР, ам ам 
ее у @’ 

аР ат ах 

и) На а, 
| +2 ам ат 

а Ра 


и опредфляя величины Г, М, №и Р изъ условй, что- 
бы внутри пространства 8, 
Гат, ЧР, , т, 
мая Ри ца 2 


фм, ФМ, @м_ 


м [ая На № а =% 

о Т@хХ @М . М, 
Гая Рау Каз =? 
4Р  42Р РР 5 


Рая На 
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Какь интегрируются эти уравненйя — извфстно. Г, 
М, М суть потенщальныя функши воображаемыхь 
матнитныхь массъ, распредфяенныхъ въ пространств Ъ 


8, съ плотностями — >, — Я и— Е Р есть по- 
2 2" 2 

ченщальная функшя массъ, расположенныхь внЪ 

пространства 5 !). Обозначимъ разстояве точки съ 

коорлипатами а, 6, с отъ точки (х, у, =) черезъ и, а ` 

величины ©, © въ точкЪ (а, В, 6) через а, Ча, 

имфемь: 


{ ГЕ 
| ей | | маьао 
эту т 
ба) иг [| [и аоаьае, 
271. .’е г 
М ы |“ дафае, 
‹ жит 


дБ интеграшя распространяется на весь объемъ 5, и 


В (| (дада, 
ск * 

тдЁ &— произвольная функшя отъ а, 6, с и интгс- 
грашя распространяется на ту часть 8, которая ле- 
жить внЪ объема 8. Произвольную функлио # нужно 
опредфлить такъ, чтобы выполнялись граничныя усло- 
вя — задача, по своей трудности полобная задачамь 
объ электрическихъ и магнитных распредфлешяхъ. 
Что величины и, фи в, дапныя формулами (4), уловле- 
творяютъ условю (г),,вь этомъ хсгко убЪдиться, про- 
дифференцировавъ нхъ и принявъ во внимаше чет- 
вертое изъ уравнешй (5). , 
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ДалЪс, дифференцируя уравпешя (4) нп принимая 
во внимане первыя три изъ (5), находимъ, что 


92 а Е ар ам, ах 
а а 2. я ах ' ау" 1: | 
Че @и В а аг, И 
а а И а Чита |} 
аи 


ау ах а ЧЕ 


Такимъ образомъ, уравнешя (2) будуть также вынол- 
нены, если можно будсть доказать, что во вссмъ 
пространств 8, 


ат, а а М __ 
69 ЧЕ а: _ 


Что это а имфеть мфсто, ясно изъ 
уравненй (а): 


Е оды, 


или, иптегрируя по частямъ, 


в Е р [143 
а а ава т [ы: р а дей ас, 
ат 2. || т т)! @а 


ГА Е а 
о: т. Чада, 
Чу 2 т 2т т 4 
ам ны ее ао 2 | |--. ы ие вовьь. 
аа 2т]]тг 


Складывая эти три уравнешя и называя элементъ 
поверхности 8, чрезь @® 15), получаем: 


РЗ => 
мена О с | осо а На сов, с051)-- Ч 


Чи Г 
а 
ыы (= м т" вавьае 
2 ЧФ ' ас 
Но такъ какъ внутри всего объема 
, Ч, 1, 


(а) агеав Рае ® 


и на вссй поверхности 
(25) Е, сова -|- Час В--(, 605 у==0, 


то оба интеграла равны нулю, и уравнсыя (56) такъ же, 
какъ и уравпевя (2), удовлетворены. СлФдовательно, 
уравненя (4) и (5), или (ба) дЪйствительно суть ин- 
тегралы уравневй (т), и (2). 

Изъ этихъ формухь обнаруживается упомянутая 
уже во “введеши аналойя межлу дЪфйстыемъ вих- 
ревыхъ нитей и эалектромагпитнымъ дЪйстыемт, об- 
текаемыхъ токомъ проводовъ, аналойя, которая дастъ 
намъ очень хорошее средство составить себЪ нагляд- 
ное ирсдставлеше о характер® вихревыхь движен!й. 

Если мы вставимь въ уравиене (4) значешя Г 
М и М изъ уравневй (5а) и обозначимъ безконечно 
малыя части и, ® и в, впосимыя въ иптегралъ про- 
страиственнымъ элементомь Час, чрезъ Ди, До и 
А, а ихь равнодфйслвующую черезь’ Др, то: 

ге ды 


Анк На дар ас, 
2п й 


И 
Е : И ваще, 
2п 7 
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х-— а) „— (у—В)& 
дн ‘ и © де аваьйе. 


2" #3 


Изь этихъ уравненшй слфдуеть, что 
Ач (х— а) | 5 (у—В)ТАке-—д-—5, 
т. е. Ар — равнодЪйствующая Ди, Де, Дю — обраву- 
етъ съ г прямой угояъ. Далфе: 
, Аи-- и Де-- А ==К% 
т. е та же равнолйсхвующая и съ осью врашен1я 
въ точкЪ а, 6, с образуеть прямой уголь. Наконсцъ: 
т и. 
Др—= Ил рая [лия Я озту, 
2 
кдЪ с резульгирующая &, а. (и и м уголь ея съ у, 
2 Ы " 
опрел$ляемый уравпешемъ: 


оксову =: (х— а) -- (и— Вин е—9 


Такимъ образомъ, хаждал вращеющеяея жидкая ча- 
етина а вызываеть въ кождой друюй частинть В той 
же жидкой массы скорость, направленную пернпендику- 
лаярно къ плоскоети, проходящей черезь ось вращешя 
частицы а и частицу Ъ. Беличина этой скороети 
прямо пропорщональна обзему частицы а, скорости 
врещешн ея и синуву узла между прямой а и осью вра- 
щеня, и обратно пропорциональна квадрату разетоя- 
тя между объыми чавтнцами. 

Совершенно такому же закону сл$луегь сила, съ 
которой дЪйствоваль бы озлементь эаектрическаго 
тока, текущаго по оси вращешя частицы а на магнит- 
ную частицу, расположентую въ 6 1). 

Это математическое сродство двухъ классовъ яв- 
лей природы имфеть свое основаше въ томъ, 
что при сушествованй въ жидкости частицы а, 
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вихрей, въ тБхь частяхь жидкой массы, гдф нЪтъ 
врашательнаго движен!я, существуеть потеншалъ ско- 
ростей $, удовлетворяюций уравненпо 

2 

Я? 
и только внутри вихревыхъ нитей это уравнене не 
имфегь мЪста. Но еслн мы прелставимъ себЪ вихре- 


выя нити вссгда замкнутыми либо внугри жидкой 
массы, либо внф ея, то пространство, въ которомъ 
имфегь мфсто дифференшальное уравпеве для $, 
будет многосвязнымъ *), такъ какъ оно останется 
связнымъ, если мы вообразимъ въ немь сфкушщя по- 
верхпосги, изь которыхь каждая впоянЪ ограничена 
вихревою нитью. Но въ такихъ многосвязныхь про- 
странствахь функтия $, удовлетворяющая приведен- 
-ному диффереишальному уравненйо, можеть сдфлать- 
ся мпогозначной; она и должна быть многозначной, 
разь существуютъ замкнутыя лии тока; въ самомъ 
дЪлЬ, скорости жидкой массы внЪф вихревыхь нитей 
выражаются производными фупкши ф; поэтому, сиВ- 
дуя по лиши тока, мы должны получать для ф все 
болышя и ббяышя значеня. ’Ракъ какъ эта лишя 
сама собою замыкается, то, слФдуя по ней, мы возвра- 
тимся, наконец, въ ту же точку, изл, которой вы- 
ттли, п, такимъ образомъ, паходимъ для этого поло- 
жешя второе болыьшисс значсые $. ‘Гакъ какъ этотъ 
обходъ можно произвести неограниченное число разтъ, 


*) Исключительными являются т случаи, когда сама вих- 
ревая масса занимаетъ односвязный объемт, какъ, напр., 
схеричесвй вихрь НИГя. См. 1.этЪ. Нуагодупаписз. 1895. 


Прим. ред. 
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чо лая каждой точки такого многосвязнаго простран- 
ства должно существовать безконечное множество 
разничныхт, значсый ф, которыя разнятся между со- 
бою на одну и ту же величину, какъ это имфеть 
мЪсто для различныхь значенй многозначной функ- 


у ЕЯ = 
пи агс ‘аля (>) удовлетворяющей нашему диффе- 


ренщальному уравнен1ю "). 

Соверитенно такл‚ же обстоитъ дЪло и съ электро- 
магничными дЫйстыями замкнутаго эасктрическаго 
тока. Послфдый оказываегь такое же дЪйствью на 
разстояни, какъ извфстнос распредфлеше магниуныхь 
массъ по поверхности, ограниченной проводникомт. 
Поэтому, внЪ самаго тока, силы, съ которыми онъ 
дфиствуеть на магнитную частицу, могутъ быть раз- 
сматривасмы какъ производныя потенщальной ‹фуик- 
ши Г, удовлетворяющей уравнению: 

ФУ, И 7 
@л? Ня Ча Е 

Но и здсь пространство, которое окружаегь 
замкпутый проводникъ тока и для котораго это урав- 
иете имфегь силу, будеть мпогосвязнымъ, и функ- 
жя /— многозначной. 

Такимъ образомъ, прн вихревыхъ лвижевяхъ жид- 
кости такь же, какъ и при электромагнитныхь дЪй- 
стыяхъ, скорости или силы вы пространства, заня- 
таго вихревыми нитями или электрическими токами, 
зависятъ оть многозначныхь потеншальныхь функ- 
ий, удовлетворяющихъ общему лифференщальтому 
уравнен!о магнитныхт, потентальныхь фувкшй; меж- 
ду тфмъ внутри пространства, занятаго вихревыми 
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нитями или электрическими токами, на м5сто потеп- 
тпальныхтъ функий, которыя сюда не распространя- 
ются, выступаютъ друмя функши, опренфляемыя 
уравненями (4), (5), (ба). Напротивь, при движеши 
жидкости въ односвязномъ просгранствЪ5 и ма- 
нитпыхь силахъ, мы имфемь дфло съ одпознач- 
ными потенталюными функшями такъ же, какь при 
тяготфни, электрическихь притяжештяхъ и сташонар- 
ныхь электричсскихь н термическихь токахъ. 

ТЪ интсгралы уравнешй гидродинамики, при кото- 
рыхъ существуегь однозначный потепщаль скоро- 
стей, мы можемъ назвать интералами. нервеюо класса. 
Т% же интегралы, при которыхъ иметь мфсто вра- 
ллеше нфкоторой части жидкихь частицъ, и всяфд- 
стыс этого въ области частицъ, не находящихся во 
вращенти, сутествусть многозначный поленшаль ско- 
ростей, мы назовсмъ интераламин второю класса. Въ 
посяфднемь случа иногда задача требуетъ разсмо- 
трышя лишь тЪхЪ частей пространства, которыя не 
заключаютъ вь ссбБ вращающихся частищь жидко- 
сти; напримфръ, при движеюн воды въ кольцсобраз- 
ныхь сосудахъ, можно представить себЪ, что вих- 
ревая нить проходить черсзъ ось сосуда; такимъ 
образомъ, эта задача принадлежитъ къ числу тВхъ, 
которыя могутъ бызь разрётены, при допущен!и по- 
теншала скоростей. Въ гилродинамическихъ интегра- 
лахъ перваго класса скорости жидкихъ частиць иро- 
поршональны по величинв и совпадають по направ- 
леншо съ силами, которыя вызывало бы извЪфстное 
распредфлене магнитныхь массъ вн жидкости, отно- 
сительно магнитной частицы, помфщенной на мфст» 
частицы этой жидкости. 
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Въ гидродинамическихь интегралахъ второго клас- 
са скорости жилкихь частипъ пропоршональны по 
величинЪ и совпадаютъ по наиравленио съ силами, 
происходящими оть совмфстнаго дЪйстыя на магнит- 
ную частицу, сь одной сгороны, замкнутых энектри- 
ческихъ токовъ, текущихъ ло вихревымъ нитямъ съ 
напряжещемъ пропоршональнымъ скорости врашешя 
этихъ вихревыхъ нитей, и, съ другой —матиитныхъ 
массъ, расположенныхъ вн$ жидкости. Электрические 
токи персмЪщались бы внутри жидкости вмЪстЬ съ 
соотвЪгственпыми внхревыми нитями и сохраняли бы 
нензмфнное напряжен:. Предполагаемое распред$- 
нее матнитныхь масс внЪ жидкости или по 
ея гранипамь должно быть опредфлено -такимъ 
образомъ, чтобы уловлетворялись граничныя усаовя. 
ИзвЪстно за$мъ, что всякая магнитная масса можеть 
быть замфнсиа также электрическими токами. Поэто- 
му вместо того, чтобы въ выражешякъ для и, фи 
Фе прибавлять сше потенщальную функшю Р виз 
лежащей массы А, можно получить столь же общее 
ршеше, если величинамь 6 ри © вн жидкости 
или даже только на поверхности ся дать произполь- 
ныя значеня, но такя, чтобы образовались зишь 
замкпутые токи *), и затЪмъ распространить ните- 
грашю въ уравнешяхъ (5а} ва все пространство, для 
котораго &, \ и © отличны отъ нуля. 


*) Произволь и въ этомь случаб стБеняется необходимо- 
стью выполнить усломя ча границах. 
Прим. ред. 


ть 


8 4. 
Вихревыя поверхности и энер!я вихревыхъ нитей. 


Въ гидродинамическихь интегралахъ перваго клас- 
са, какъ я выше показалъ, достаточно знать лвиже- 
не граничной поверхлости. Этимъ движене внутри 
жидкости вполнЪ опрелФляется. Напротивъ того, 
въ интегралахъ второго класса требуется опредфлить 
еще движеню имфющихся внутри жидкости вихре- 
выхь нитей, принимая въ разсчеть ихъ взаимное 
вшяне и граничныя услошя, псяЪдстые чего задача 
значительно усложняется. Но для ифкоторыхъ про- 
стыхъ случаевъ все-таки возможно рфшить и эту за- 
дачу, именно для тЬхъ случаевъ, когда вращене жид- 
кихъ частиць происходит лишь на нфкоторыхь по- 
верхностяхь или нишяхь, при чемт форма этихъ 
поверхностей и лин! при передвижени остается 
неизмЪнной. 

Свойства поверхностей, къ которымъ прияегастъ 
безконечпо топюй слой врашаюшихся частинъ жил- 
кости, легко обнаружить изъ уравнешй (5а). Есни 
& чи С лишь въ безконечно тонкомъ слоф отличпы 
отъ нуля, то по извфстнымъ положешямъ потенц- 
ональмыя фунюми Г, Ми Мбудутъь имЪть на обЪФихъ 
сторонахъ слоя одинаковыя значен!я, а производныя 
ихъ, взятыя пъ парравлети нормали къ слою, будутъ 
различны. ИМоложимт, леперь, что оси координать 
выбраны такъ, чтобы въ разсматривасмомъ мъстЪ 
вихревой поверхности осх 2 совпалала съ нормалью къ 
новерхности, а ось 2 съ осью вращешя жидкихъ ча- 

3 
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стицъ па поверхности 15), такь что въ этомъ мФстЬ 
\={==0; тогла поченщалы Ми №, а чакже и ихъ 
производныя будуть имфть одни и с% же значешя 
па обфихъ сторопахъ слоя; № же имЪфегь мЪФсто 
для 

аГ аг. 


Ре и ди} 


папротивт» величина 


ар 


ЧЕ 


будсть имфль два зпачен!я, разнянияся на 2Ё:, если 
Е обозначаеть толщину слоя. Уравнешя (4) пока- 
зывають, что и и # обладаютъ одипаковыми зна- 
чешями на обфихъ сторонахь вихревой поверхности, 
а © значенюмъ, разнящимся на 2%. 'Гакимтъ образомъ, 
тотзъ компоненть скорости, который направлень иер- 
яендикуаярно кз витревыме аныбямь и касаетоя иб- 
верности, иметь на объигь сторонихь вихревой по- 
верхности ризаичныя аначевя. Внутри слоя вратаю- 
щихся частиць нужно представиять себЪ соотвЪ- 
ственный компонентъ скорости возраствющихь равно- 
мЪрно отъ того зиачешя, которое имЪеть мФсто на 
одной сторонф поверхности, до зпачешя на другой. 
Въ самомъ дЪлЪ, если Ё во всей тоащин$ слоя остается 
постояннымт, и © обозначаетт, правильную дробь, %'зна- 
чеше © на одной стороиЪ, %, —иа другой, ©; въ са- 
момъ сло на разстоянши @аё отъ первой стороны, то 
легко ъидфть, что — в, == 28, такъ какь между 
обЪими сторонами слой толщиною въ & и ско- 
рость вращешя на немъь Ё На томъ же основан и 
9" — == =а(и— 6), а въ этомъ и заключастся 
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указанное положеве. Вращаютияся частицы мы дол- 
жны представлять себф лвижушимися и измфненюе 
въ распредфлени ихъ по поверхпости зависящимъ 
оть этого движеня ихь; скорость каждой изъ нихъ 
равна средней изъ скоростей, имфюшщихь мЪфсто въ 
толщ слоя; — эта скорость совпадает, сь средней 
ариеметической скоростей, имфошихь мЪсто на обф- 
ихъ сторонахь слоя. 

Такая вихревая поверхность образовалась бы, на- 
примЪфръ, если бы двЪ прежде разъединенныя дви- 
жупияся жидюя массы пришни въ соприкосновете. 
"Тогда на поверхности соприкосноветя скоросги пер- 
пендикулярныя къ ней необходимо должны сравнягь- 
ся, скорости же касательныя къ пей были бы вообще 
въ обЪфихь массахь жидкости различны. Такимъ 
образомтъ, поверхность соприкосновеня получила бы 
свойства вихревой поверхности. 

Напротивъ, отлфльныя вихревыя нити вообще нель- 
зя представлять ссбЪ безконечно тонкими, потому 
что иначе скорости на противоположныхъ сторонахъ 
иити получани бы безконсяно бомялшя и противопо- 
ложныя значешя, велфдстые чего собственная ско- 
рость нити слфлалась бы неопредфленной 13). Но что- 
бы все-таки вывести нфкоторыя обийя заключевя о 
движеши вссьма тонкихъ нитсй произвольнаго сЪче- 
ня, мы воспользуемся принципомъ сохранешя живой 
силы.Прежде чфмъ нерейти къотдфльнымъ примфрамъ, 
составимъ уравнсне живой силы К движущейся 
жилкой массы: 


(6) К=3 ( | | (и -| в) ахщуаг. 


вые 
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Полагая въ интеграл на оспован уравневй (4) 


я (е ам с 
н —н 


Ч бу 42 
в» (ЧР Е _ 4), 
(На @г 
ар, ам ар 
Нч вы 


и интегрируя по частямъ, обозначая затЪмь черезъ 
с05 ©, с08 В, с0$ *] и с0з $ косинусы углопъ, образуе- 
мыхь направленной внутрь нормалью къ элементу 
границы жидкой массы съ осями координатъ и съ 
результирующей скоростью 9, на осповаши уравнешйй 
(2) и (1), я позучаю: 


(6а) К | бык Бет иоз 
+ М(осова — сов) -- № (воз — 0сова)] — 
—В (ДЗ дни- моидуае "9. 


од ‚ аК 
Чтобы получить выраженс а? умножаемъ первое 


изъ уравневй (т) на и, второе па г, а третьс на ю и 
складываемъь ихь: 


ь(« ть ори ки) 
ен че + о = 
5(= — г + 6) 


Умножая обф части а на Ахбу4е, интегри- 


уе 


руемъ по всему объему жидкой массы, и помня, что 
иа основани (т) 
Г, 4, 4 
ие о Е Рм-Е ] 4еду@з == — с05 $ 4® 
(((( т й 49 , 
дБ ф внутри жидкой массы обозначаетт нспрерыв- 
ную и одиозначную функшю, получаемъ, 


ак 
(65) ш= [вы (р— ВГ-Е 1149) 9 оз $. 


Если жидкая масса всецЪло заключена въ нсподвиж- 
ныхъ стфнкахъь, то (08 во всфхъ точкахь поверх- 


ности должно равняться нулю, тогда и — =0, т. е. 
К — постоянио. 

Если мы вообразимъ себЪ эту неподвижную ст$нку 
въ безконсчномъ улалетши оть начала координатъ, 
а имБюцияся вихревыя нити на конечномъ разсто- 
ян, то потеншальныя функши Г, М, М, массы кото- 
рыхъ & 1» С каждая въ суммЪ равна нулю, при без- 
конечномъ возрастанти разстоян1я Я будутъ убывать 
пропормонально % 7%, а скорости, их производныя, 
пропоршонально —; элементь поверхности 4 бу- 
деть возрастать иропоршонально %\% если онъ со- 
отвфяствусть конусу съ постояннымь тфлеснымъ 
угломъ при вершин въ пачалЪ координатъ. Первый 
интеграль въ выражен дия К (урае 6а), который 
распространяется на всю поверхность жидкой массы, 
булегь убывать пропоршонально %- 3, а, сяЪдователь- 
но, при Я безконечномъ обратится въ нуль 1). "Гогда 
величнна К приведется къ выражено 


(69) = [И Х-- Ма-- № асдуа», 


и эта величина при движеши не измняется. 


8 5. 
Прямолинейныя параллельныя вихрезыя нити. 

Булемь изсяфдовать тоть случай, когда существу- 
ютъ лишь прямолинсйныя вихревыя нити, параллель- 
ныя оси Я, и жидкость либо заполняетъь все без- 
предфльносе пространство, либо ограничена двумя пер- 
пендикуляриными кь вихревымт питямь плоскостями, 
что сводится къ тому же. Въ этомъ случаф всЪ 
движешя происходять въ плоскостяхь перпендику- 
лярныхт, къ оси Я и во всфхь отихъ илоскостяхь 


будуть совершепио одинаковы. Такимъ образомъ, 
аи Ч 4 


И" оби” и" По 
Уравнен!я (2) принимають видъ 
=0 1 ==0 и И, 
о ? ау а 


а уравнеше (3): 


Ст$Бдовательто, вихревыя нити сохрапяють по- 
стояниую скорость вращешя, а потому также и по- 
стоянпое поперечное сЪчен:с. ? 

Уравневя (4) принимають видъ: 

. ам ам 


Я положилъ здфсь Р-=о на основаши замчатя, 
слфланнаго мпою въ концф 8 3. Такимъ образомъ, 
уравнешемъ лин течешя 19) будсть М== Сопзв. 


№ въ этомт случаЪ представляеть потенизальную 
функилю безконечно длинныхъ лин; она сама без- 
конёчно велика, но ся производныя копечны 33). Если 
а и В суть координаты вихревой нити, поперечное 
сфчеше которой равно Ча @Ъ, то 
АМ Ча г-—а АМ _ Ча46 у—Ь 
а тг яв ау И ПИ 
Отсюда слфлуеть, что результирующая скорость 4 
перисндикунярна къ перпендикуляру 7, опушенно- 
му иа вихревую нит, и что 
_ СЧааь 
= ь° 


Позожимъ, чго въ массЪ, распростирающейся въ 
безконечность пъ напралленяхъь ти у, мы имфемъ 
нЪфсколько вихревыхъ нитсй, координаты которыхъ 
суть соотвФтственно 21, у, #,, 9...... Вели мы обо- 
значимъ нроизвеленс скорости врашеня на попереч- 
ное сфчеше каждой нити чрезь т, т, ит. ди 
образуемь суммы 

И тищ ты, -- ти, - 
Ри ата, т, --....- 
то онф будуть равны нулю, потому что въ сумм У 
часть, происходящая оть дфйстыя второй вихревой 
нити на первую, уничтожается дфйстьемъ первой 
нити на вторую. Именно эти части булутъ 


:. т Е —^ 
= Е и ЕР ы а 
п г п У 


т о, 


В 


А 


то же самое будетъ и во всБхь другихъ частяхь 
обЪфихъ суммъ. Но чсперь И иредставляетъ скорость 
центра тяжести массъ т, т, ..... въ направленти 
&, умноженную на сумму этихъ, массъ; то же значенте 
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имфегь Г относительно оси #. Об скорости, сл- 
доватсльно, равны нулю, если только сумма массъ 
не равна нулю, въ какомъ случаЪ вообше ме имЪ- 
етъ мЪфста центръ тяжести. Итакъ, центръ тяжести 
вихревыхл, нитей ири их взаимномъ псредвижена 
остастся неизмннымъ, и такъ какъ это положене 
справедливо для любого распредфяеня вихревыхь 
нитей, го сго можио примфнить и къ отдфльнымъ 
вихревымъ нитямъ съ безконечно малымъ попереч- 
нымь сфченемь. 

Отсюда вытскаютъ таюя слёдстыя: 1) Если мы 
имфемъ отдфльную прямолинсйную вихрсвую нить 
съ безконечио малымъ поперечнымъ сБчентемъ въ жид 
кой массЪф, распростирающейся вт, безконечности во 
всфхь направленяхь, перлендикулярныхъь къ пити, то 
движене жидкихъ частицъ, находящихся въконечном\ь 
разстояни отъ нити, зависитъ только отъ произведе- 
вая С4а4ь = т изт, угловой скорости на площаль попс- 
речнаго сфчевя пити, а не оть формы сфчешя. Ча- 
стицы жидкой массы вращаются около нея съ тан- 


: ». эт 
тенщальной скоростью —-, тдЪ г представляетт, раз- 
п 


стояве отъ центра тяжести вихревой нити. Таким 
образом, положеше самого нептра тяжести, скорость 
вращеня, величина поперечнаго сфченя, а слФдова- 
тельно и величина т остаются нсизмфнными, если 
даже форма безконечно малаго сфчетя и изы- 
няется. 

2) Если мы имфемъ двЪ прямолинейныя вихревыя 
нити съ безконечпо манымъ попсречнымъ сфчешемъ 
въ безграничной жилкой массф, то каждая изъ нихь 
относить другую въ направлени, перпенднкуляр- 
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номь кь нинш, ихь сосдиняющсей. Разстояне ихъ 
отъ этого не измЪняется %). Такимъ образомъ, обЪ 
нити будуть врашаться около ихъ общаго центра 
тяжести, оставаясь на равпомь разстояни другь ОтЪ 
друга. Если скорость врашсв! я въ обЪфихъ вихревыхъ 
нитяхь имфетъ то же направлене, т. е. имфетъ оди- 
наковые знаки, то центръ тяжести долженъ лежать 
между иими- 

Есяи же она въ нихь направлена въ противопо- 
ложныя стороны, т. с. иметь обратные знаки, то 
центрь тяжести будеть лежать на продолжеши ли- 
нш, ихъ соединяющей. И если произведене изъ ско- 
рости вращенйя на поперечное сфчеше для обЪфихъ 
нитей то же по величинЪ, но нротивоположно по 
знаку,—когда центръ тяжести лежалъ бы вт, безко- 
нечности,—то онф обЪф будутъ передвигаться съ оди- 
наковой скоростью въ томъ же направлеши, перпенди- 
куаярномъ къ линш, ихъ соединяющей. 

Къ послфднему случаю можно свести и тотъ, ког- 
да внхревая нить съ безконсчно малымь поцпереч- 
нымъ сфчешемъ находится около параллельной ей 
безконенной плоскости. Граничное услоше для дви- 
жешя воды у этой плоскосги, состоящее въ томъ, 
чтобы движене происходило параллельно плоскости, 
выполияется, если вообразить себф по ту сгоропу 
плоскости вторую вихревую ннть, представаяющую 
зеркальное изображеше нервой. Отсюда слфдуеть, 
что находящаяся въ жидкой масс вихрсвая иить 
движется (поступатезьно) параллельно плоскости въ 
направлеши, въ которомъ лвижутся жидкя частицы, 
находяшяся между ней и плоскостью, и притомъ со 
скоростью равной четверти той скорости, которую 
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имфеть частица жидкости, лежащая въ осиованш 
перпепдикуляра, омущенпаго изъ вихревой нити на 
плоскость. 

При прямолинейныхь вихревых, нитяхь введеше 
безкопечно малаго поперечнаю сфчешя не приво- 
дить насъ къ недопустимымъ слфдстиямъ, нотому 
что отдфльная нить не иметь движущей силы отно- 
сительно самой себя, а передвигается лишь подъ 
вмяшемъ  остальныхь имфющихся нитей. Иначе 
обстоить дфло съ искривленными нитями. 


8 6. 
Кольцеобразныя вихревыя нити. 


Пусть вт. жидкой массЪ, просгирающейся въ без- 
конечность, существуют, лишь круговыя вихревыя 
нити, плоскости которыхъ писриендикулярны къ осн 
#8 и центры лежать на этой оси, такъ что вокругъ 
нея все симметрично. Преобразуемь координаты, 
полагая 


Ж — ). с03& @ = 9 с05 6, 
У=У а © $ —узше, 
в =, в=в. 


Скорость вращения в но предположению сстьфупкшя 
зищь У и & или д и с, а ось пращеня всздЪ перпенди- 
кулярна къ УХ (или 9) и оси 2 ®). Отсюда, прямоуголь- 
ные компоненты врашеня въ точкЪ съ координатами 
9 еие— суть. 

Е = бэе, 1} ==б сое, © — о. 
Вь уравнсшяхь (5а) булемъ имфль: 


5248: 


9 — (0% 0* — 279 соз {Е — 6), 


[= = | | - о  одЧеас, 


т [°С [бсозе 
— = || — 9а94е4с, 


М —-0. 
Унножая На с05 & И зп Е и складывая уравнсвшя для 
Ти М"), получаемь: 


Е _ т (Гб соз (е — =) 
То зт Е — М созё в] | : 9994 (е — д 4, 


« 


Тсоз=-- Маше а Эа &) 46. 


Въ обонхь интегралахт, углы @е и = входятъ только 
въ соелинеши {е — =), такь что эта величила можеть 
быть разсматриваема какъ перемфипое подь интегра- 
ломъ. Во второмъ интеграл части, въ которыхъ 
(е — ® =5, сокращаются сът6ми, въкоторыхъ (е—=) == 
== 2 -- $; поэтому онъ оказывается нулемъ. Положимъ 


т бсозе + удудеде 
(7 ф 2п = оу -9*— 29) сое 


тогда 
Мсоз=— ГзтЕ—, 
М эп=- Гсозё == 0, 
или 
(7а) т= —фэрь МИ—фсоз=. 


Назовемь черезъ т скорость въ нанравлеши ражуса 
Хх и, обратив внимаше на то, что въ направисни 
окружности круга скорость лоужна быть равной 
нулю (274) всяБдстие симметричнато положенйя вихре- 
выхъ колець относительно оси, иозучимъ: 


%%—1Т 505 5 $ —тТяпЕ 


и изъ уравнсый (4) 


ам ЗЕ ам аг 
ты р’ бо’ 
Отсюда слЪдусть 
м 4. 
42 Ах 
или 
И я: 
[622] = — %р ‚ уе р 


Такимь образомт, уравнеше лиш теченйя 3) булсть 


ФА — Сова. 

Выполпяя указанную въ выражени { интсгращию 
прежде вссго для вихревой нити съ бсзконечно ма- 
лымъ поперечиымь разрфзомт, при чемъ 04946 = в, 
и обозначая обусловленпую этимъ часть { черезъ Чи, 
имфемъ 


И. 9 [отн 
фин ры” Е) Е 


8 — 49Х, г 
(ХЕ е— в)? 
тд Ри Е обозначают полные оллиптическе ин- 
тегралы исрваго и второго рода для модуля х 2). 
Подожимъ для краткости 


=> (ГЕ) —хЕ, 


тд О — функтя х; тогла 
т р 
"ия Як. 2—с . 
п чх 9-е — 9? 
Если въ точкЪ, опредфляемой координатами у и 2, 
находится вторая вихревая нить т, и мы назовемъ 
черезъ т скорость въ направлени 9> которую она 
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сообшасть вихревой нити вн, то мы получимъ вели- 
чину т,› если подставимь вь выражени дая т 
вместо т Хх 9тет 
по деа м 

При этомт х и 0 остаются неизмЪнными и зи мЪсто 
равенство: 

(8) т тура, т, 9 ==0. 

Опредлимъ тенсрь величину #2 параллельной оси 
скорости, которая обусловлена вихревой нитью 2, 
съ орНанЬЕ д ие. Находимъ 
ео р асе. х 2—9? хх 

ак у ауд 

т мы р черсзъ #, скорость паралиель- 
ную оси 2 и обусловииваемую вихревымъ кольцомъ 
т, координаты котораго суть 2 и, въ томъ мет, 
гдф помшается эн., то придется только произвести 
вызтеуказанную уже замфну соотвфтствующихь коор- 
динагь и масст. Тогда мы пайдемъ, что 3%}: 


т ре 


—иу= / 9 И 
Хх 


\. 


(8а)этесу? -|- 2,10, 93—этту=—2т\т, 96: 2 ры и 9х, 0. 


Подобныя суммы, какь въ уравнешяхь (8) и (8а), 
можно составить для любого числа вихревыхъ ко- 
лець. Я обозначаю дия иго кольца произведен 4946 
черезъ т,, компоненты скорости, которую оно полу- 
чаетъ отъ остальных вихревыхъ колець черезь ти И и, 
при чемъ я пока пе буду разсматривать скорость, ко- 
торую каждое кольцо можетъ сообщить самому себЪ. 

Я называю далфе ражусъ кольпа черезъ р», и его раз- 
стояне отъ неподвижной плоскости, периендикулярной 
кЪ оси, черезъ\„, Хотя обЪ эти величины по направ- 
ленно и совпадають съ у н 2, но, принадлежа опре- 
дфленному вихревому кольцу, онф представляють со- 


— 46 — 


бой функши времепи, а не нсзависимыя персмЪп- 
пыя, какъ иг. Пусть, наконелъ, всличина у, насколь- 
ко опа обусповлена другими вихревыми кольтами, бу- 
деть фи, Гогда мы получимь изь уравпешй (8 и (8), 
составляя соотвЪтственныя уравнешя для каждой на- 
ры вихревыхъ колепъь и складывая ихъ 3*): 


х [нь рьт,| — 0, 
х [2эн, ити — 21» №] = [С Р» фи]. 

Пока въ этихл, суммахъ имфется копечное число раз- 
дфльныхЪ и безконечно тоикихль вихревыхъь колец, 
мы подь 0, ти ф можемь подразумвать только тЪ 
части этихь величинъ, которыя обусновлены присут- 
стыемъ другихь колелт. Но если представить себЪ, 
что пространство непрерывно заполпеио безкопечно 
большимь числомъ такихь колець, то ф будеть но- 
теншальпая функшя непрерывной массы, а ® ит— 
производныя этой потеншальной функцие ИзвЪстно, 
что назначеые лакой функши, и ея производныхъ, 
массы, заключенныя вт, безкопечно маломъ объемЪ, 
окружающемь соотвБуственную точку, оказываютъ 
бсзконечно малое вмяыс въ срависыи съ масса- 
ми, лежащими на конечномъ разстояни *). Если по- 
этому мы поройдемъ отъ суммь къ иптеграламл, то 
можемъ подъ №, тиф подразумЪвать полное значене 
этихь величинъ въ соотьфтственной зочкф и по- 
Уожихь 


*) См. Гауссь въ „Везшёме Чез МарпейзеНеп Уеге$ ип 
Д2\те 1830%, стран. 7. - 
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Величину т мы дая этой ифли замфиимь произведе- 
шемъ с4р@^. 


а 
(9) |\ 02 т ЧФ — о, 


(9а) 2 езлоарви = Чара еее. 


Такъ какъ произведене сара). по $ 2 относительно 
времени 17) постоянно, то уравпеше (9) можетт, быть 
интегрировано по В и мы получасмъ 


: [ед Соп8Е. 
5 

Вообразимъ себЪ, что пространство раздфлено плос- 
костью, проходящей черезь ось 2 и пересБкающею, 
слЪдовательно, вс имфюнияся вихревыя кольца, бу- 
демъ разсматривать с какт, плотность массивнаго слоя и 
обозначим черезъ Я всю массу, лежащую въ этомъ 
сло, такъ чго 


ге 
9 — [ам 

и через В средиою зеличину 2 вофхъ элементовъ 

массы, тогла 


| [* „оаоа». == 2% В; 


такъ какъ этоть иитегралъ и величина % сохраняютъ 
при движеши постояниое значене, то и В остается 
нсизмЪннымъ. 

Поэтому, если въ нсограниченной массф жидкости 
сутестлуетъь только одна кольцеобразная вихревая 
нить съ безконечно малымъ поперечнымтъ сфчешемъ, 
то радусъ ея остается неизмБннымъ. 
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Величина живой силы въ нашемъ случаЪ, согласно 
уравненто (66), выражается такл, 


К-—ь( (+ мо вааьае 
| 


—— | [[е-рарекае 
= — 21 | (фе-рарА. 


Она также относительно времени постоянна **). 
Замфчая далфе, что 6424). относительно времени 
а имЪемъ: 


эр 


| [ара |2 Ча - а Ср: 


обозначая зат$мъ черезъ # значеше , для центра тя- 
жести поперечнаго сфченшя вихревой нити, умножая 
на эту величину уравнсые (9) и складывая это по- 
сл$днее ст, уравнешемъ (9а), мы приводимъ уравне- 
не (9@) къ слфдующему виду: ы 


(8) 2 [2 зар -- < 0—9 Рае = — т. 


Если поперечное сфчеше вихревой пити безконечно 
мало и = безконечно малая величина того же по- 
рядка, какъ 1-Х и остальные линейные размфры по- 
перечнаго сфчешя, а сара). конечно, то у а также 
К будуть количества безконечно большя порядка 
Юр = ‘Такимъ образом, для весьма малыхъ значешй 
разстояня ® отъ вихревого кольца мы имфемт,: 


"Ир ичЕе 


ча 


ыы 
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Въ выражени для К\ф умножастся еще на р или 9. 
Если 9 конечно и и одного порядка съ в, то К бу- 
деть порядка 108 =.'Голько если 9 есть безконечно 


т 
большая величина порялка —, то К будетъ величиною 
Е 


т т 
порядка — ЮЯ =. Тогда кругъ переходить въ прямую. 


4 @ 
Напротивъ, величина ае равная, будегь порядка 
т Е 
= и потому второй интеграл будеть конеченъ и 


при конечномъ р исчезаеть въ сравнеши съ К 3). 
Въ этомъ случав А въ первомъ интеграл можно за- 
мфнить постояннымъ р, и мы получаемъ: 


авт) _ К 
2% = ив 
илн 
к 
м —_—_ 
24.81 = С ар 


"Такъ какь ЖЖ и В постоянны, то измЪфняться про- 
поршонально времени можеть только Ё. Если Я по- 
ложихельно, то движете жидкихь частинь на виЪи- 
ней сгоропф кольца направлено въ сторону положи- 
тельныхъ 2, на внутренней въ сторону отрицательныхъ 
2; К, Ви В по своей природЪ всегда положительны. 
Отсюда слфдуетъ, зино въ кольцеобразной нити съ весьма 
малымь попереинымь спиуютемь, находящейся вз безтре- 
Отъльной массь жидкости, центрь тяжести поперечноло 
спченя движетен параллельно оси вихревой нипии сз 
приблизительно постоянной и весьма, больнияй скоростью, 
направленной въ ту же сторону, в; какую жидкость 
звечеть сквозь кольцо. 


4 
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Безконечно тонкя вихрсвыя нити съ конечным 
радтусомъ получили бы безконечно болышую скорость 
передвижешя. Если же радусъ вихревого кольца ссть 


т 
бсзконечпо большая пеличина порядка _, ло Й? ста- 
Е 


новится безкопечно большимъ вь сравнени съ К, и 
{ будеть постояннымъ. Вихревая нить, превратившая- 
ся въ прямую, становится сташонарной, какь мы это 
нашли уже раныше для прямолинейпыхъ вихревыхъ 
нитей. 

Мы можемтъ теперь въ общихл, чертахъ разсмотрть 
также, какл, дьЪ кольцеобразиыя вихревыя нити, имЪ- 
юпия одну иту же ось, будуть ваять другь на друга, 
такъ какъ каждая, кромЪ собственпаго персдвижетия» 
слфдуетъ еше движенио жидкихъ частицъ, вызывае- 
мому другой нитью. Если оп имють одинаковое на- 
правленс вращеня, то обЪ исредвигаются въ одну и 
ту же сторопу; движущаяся впереди ПИТЬ будсть рас- 
ширяться и замедлять свое движеште, сяБлующая же 
за ней стансть суживаться и персдвизаться быстрфе; 
если скорости нередвижешя нс сяишкомъ различны, 
то второе кольцо наконень догонить первое и ирой- 
дегь сквозь него. Затфмъ то же явлеше повторяется 
съ псрвымтъ, такт, что кольца будуть иоочередно про- 
ходить одно черезъ другое 35). 

Если вихревыя нити имфютъ равные ралусы и рав- 
ныя, но противоположныя скорости вращеня, то онЪ 
будуть приближаться другъ къ другу нодъ взаимнымъ 
виянемъ; наконспь, когда онф подойдутъ весьма 
близко другъ къ другу, то взаимное сближеше ихь 
будетъ происходить все слаб№е, распипревс же, на- 
противъ, булеть происходить сь ъозрасгающей ско- 
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ростью. Если об лихревыя нити вполнЪ симметричны, 
то для частиць, длежатщихт, въ средицпоий паосности, 
скорость параллельная оси равна нулю. Иоэтому, не 
возмушая лвижентя, мы можемьъ вообразить здЪсь 
тьсрлую стфнку, и закимъ образомъ получасмъ слу. 
чай ОДНОГО вихревого кольца, паправляющагося КЪ 
твердой стЪнкф. 

Я замфчу еще, что движешя круглыхь вихревыхь 
колець легко наблюдать въ дЪйствительности, быстро 
пролвинуръ на небольшое разстоян1с параллельзо по- 
верхности воды на половину погруженный въ нее 
кружокъ или ниуопий приблизительно форму полу- 
круга кончикъ ложки и загЪмт быстро вынимая и; 
тогда въ жидкости остаются половины вихревыхъ 


колепф, ось которыхъ лежитъ на свободной поверх- 
ности. Такимь образомт, свободная поверхность обра- 
зуеть плоскость, проходящую черезъ ось и ограничи- 
вающую массу воды, что не вызываегь никакого су- 
щественнаго измфиеюшя въ движени. Вихревыя коль- 
па перслвигаются поступательно, расширяются, при- 
ближаясь къ стБнкЪ; далфе, они расттиряются или 
суживаются подъ вмяшемъь друкихь вихревыхъ ко- 
исць совершенно такъ, какъ мы это вывели изъ 
теорли. 


И. 
О прерывномъ движени жидности. 


Г. фонъ-Гельмгольца. 


Извьфстно, что для ьнутренисй массы несжинаемой 
жидкости, которая не полвержена треншо и частицы 
которой нс облалають вращательнымь движещемт, 
уравысшя тидродинамики приволять совершенно къ 
такому же дифференщальному урависню съ частными 
производными, которое иметь мЪсто для сташонар- 
ныхтъ зисктрическихь или тепловых токовъ въ про- 
водникахъ ст равномБрной проводимостью. Поэтому 
можно было бы ожидать, что прн олинаковой фор- 
мЪ области, въ которой ироисходятъ течешя, и при 
одинаковыхь граничныхь усломяхь, форма теченя 
капсльныхь леидкостей, электричества и тепла должна 
быть одна и та же, если пренебречь незначительными 
уклонсшями, зависящими оть побочныхт, условш., Ме- 
жду тфмь, въ дБйствительности во многихь случаях 
выступаетъ весьма замфтное и существенное различс 
въ характерЪ течешя капельной жидкости и указан- 
ныхь невъсомыхт. 

Такое различе обнаруживается особенно рЪзко, 
если хечевс вступаегь черезъ отверсме съ острыми 
краями въ болфе птирокое пространство. Въ такикъ 
случаяхт, лиш тока омсктричества расходятся сей- 
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чась же отъ отверсия но всфмъ направлешямт, между 
тфыъ какъ текущая жидкость, будь то вода илы воз- 
дух, движется отъ отверсйя сначала компактной 
струсй, которая затфмл, вь большемь или меньшемъ 
отдалении разрЪЬшается въ вихри. Напротивъ, частицы 
жидкости, примыкаюния къ отверсию, но лежания 
внЪ струн, могутъ оставаться почти въ полному по- 
коЪ. Каждый знакомъ съ движенюмъ этого рода: его 
очень наглядио иллюстрируеть потокъ воздуха, насы- 
шеппато дымолъ. Оказываечся, что сжимаемость воз- 
духа не играетъ въотихъ процессахъ сушественной роли, 
и воздухъь съ незначительными отклоненями обнару- 
живаетъ здфсь ТЬ же формы движения, какъ и вода. 

При столь значительныхь отклонсвяхь между дЪй- 
ствительностью и имфвшимися до сихъ поръ выво- 
дами теоретическаго анализа, уравненя гидродина- 
мики доажны были казаться физикамъ практически 
весьма несовершенлымь приближенемз къ эЬйстви- 
тельности. Причину этого можно было подозрфвать 
во внутреипемь треши жидкости, хотя различнаго 
рола странныя, прерывнаго характера неправильности, 
ст которыми вЪроятпо приходилось бороться каж- 
дому, предпринимавшему наблюлешя надъ движс- 
ями жидкости, не могли быть объяспены даже 
и трешемь, дБйствующимь во ъсякомъ спучаБ непре- 
рывно и равном рно. 

ИзслЪлованте тфхь случаевъ, когда перюдичесюя 
движешя вызываются непрерывнымь потокомъ воз- 
духа, какь, наприм., въ орланныхь трубахь, убЪдило 
меня въ томъ, что такое дфйстые можеть быть вы 
звано лить прерывной или, по крайней мЪрЪ, весьма- 
близко подходящей формой дриженя воздуха, и 
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это иривсло меня къ обпаруженио нЪкотораго обсто- 
ятельства, которос должно быть припято въ раз- 
счеть при интеграши гидродинамическихь уравнешй, 
но съ которымъ до сихъ поръ, насколько я знаю, 
не считались; принимая же сто въ соображеше, мы 
въ самомъ дЬлЬ вь тЪхь случаяхь, ТАБ вычислеше 
можно довести до конца, получаемь именно с виды 
движеня, каке наблюдаемт, въ дфйствительности. 
Л\ло въ слБдующенъ. 

Въ уравнешяхь гидродинамики скорости и давис- 
не хекущихь частищь храктуются, какъ нспрерывныя 
функши коордилатъ. Съ другой стороны въ природ® 
капельиой жидкости, если мы разсматриваемь ее со- 
вершенно жилкой, т. с. не иподверженной тренюо, 
нфть ни одной черты, благодаря которой два плотно 
примыкаюнае другть къ другу слоя ухидкости не могли 
бы СКОЛЬЗИТЬ ОдИНЪ ПО другому съ конечной скоростью. 
По. крайнсй мЪрЪ, тБ свойства жидкостей, которыя 
приннмаются въ разсчеть въ уравненяхъ гидродина- 
мики, а именно постоянство массы въ цаждомъ эле- 
мент нространства и равенство давлетя на всЪыъ 
наиравлеямь, очевидно нс продставняютъ никакого 
препятстя къ тому, шобы съ двухъ сторонъ во- 
ображаемой внутри жидкости поверхности тапгени- 


-альтыя слагающия скорости могли разинться па конеч- 
ную всличину. Наобороть, периендикуаярные къ по- 
всрхности компоненты скорости и давленвя, понятно, 
должны быть равны на обфихъ сторонахт, поверхно- 
сти. Въ моей работ$ о вихревыхь движешяхь я уже 
обратиль внимаше на то, что такой случай долженъ 
возникнуть, если двЪ жилка массы, прежде разъеди- 
ненныя и находивийяся въ различныхь движешяхъ, 


бы 


ириходятъ въ соприкосновене свонми новерхностямн. 
Въ эгой работ6 я примель кь цонямю такой по- 
всрхности раздфла или» какь я ее тамъ вазывалъ, 
вихревой поверхпости, представляя себф непрерывно 
расположенныя па иней вихревыя нити, масса ко- 
торыхь можеть слБлалься исчезающе малой бсзъ 
того, чтобы при этомъ исчезал, ихь момепить вра- 
щения 36), 

Но въ жидкости, паходящейся въ нокоф или въ 
пепрерывномъ движенй, различ на конечвую вели- 
мину въ лвиженти непосредственно смежныхь частицл, 
жидкости можеть быть вызвано только движущими 
силами, дЬйствующими нрерывно. Изл, визшнихь силь 
сюда относятся только удары 3"). Но въ самой жидко- 
стн сушествусгь нсточникъ, который можеть норо- 
лить прсрывность движсыя. Именно, давнее мо- 
зкегь принимать аюбос положительное значеше, и 
плотность жилкости булеть тогда измБияться съ 
нимъ пепрерывно. Но какь только давлеше, исре- 
ходя 0, должно бы сдЪлаться отрипателынимьъ, про- 
изойдеть прерывнос измфнсше илотлости, — жид- 
кость разорвется. 

Величина давлешя въ двнжущейся жидкости зави- 
сить огь скорости, и именно вь несжимаемыхь жид- 
костяхь уменьшете даваен]я при прочихь равныхъ 
услоняхь прямо пропоршонально живой снлЪ двн- 
жущихся жилкихь частиц *). Пели поэтому послЪфд- 
няя превзойдсть н5которую опредБленную величину, 
то давасые въ самомъ дЪяЬ должно булеть, сАфлаться 
отрицательнымтъ, и вь жидкости произойдегь разрывъ. 
Въ точкЪ разрыва ускоряюитая сила, пропоршональ- 
ная производной давлешя, очевидно будегь прерыв- 
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ной, и этим, выполняется условс, необходимое 


того, чтобы вызвать прерывное движен1с жидкости. 
Авижене жидкости въ области такой точки можеть 
происходить только такъ, что, начиная отсюда, обра- 
зуется поверхность раздла, 

Скорость, обусловливаютая разрывъ жидкости, есть 
та, какую жидкость получила бы, если бы опа поль 
тЪмь давлешемъ, которое испытывала бы вь ланиомь 
мЪстВ вь состоя покоя, ныгскала въ пустое про- 
странство. Это вообще сравнительно значнтениная ско- 
рость, но надо зам тить, что если бы капельныя жид- 
кости текли непрерывно, какь электричество, то ско- 
рость у каждаго остраго края, огибасмаго потокомъ, 
имфла бы безконсчно болыпую величипу *). Отсюда 
слБлуетъ, но всяк вометрическь сивершениый оет- 
рый край, около которо протекаеть жидкость, даже 
ирн самой незначительной скорости остальной массы 
экидкости, должена произвести въ ней разрывь и обра- 
зовать повержноеть ризоьли. Около не вполнЪ совер- 
шенныхъ, закругяенныхь красвъто же самое произой- 
деть лишь при н%$которыхъ достаточпо большихь 
скоростяхь. Остроконечныя выступы ва стёнкахь 
проточнаго канала должны производиг, годобное же 
дъйстые. 

Что касается газовь, го съ пими происходить то уже 
самое, что и съ жидкостями; только здфсь живая 
сила движешя частицы не прямо пропорпональна 


*) Па весьма маломъ разстоянш ? оть остраго края, нлое- 
кости котораго сходятся подъ угломъ а, скорости становятся 


безконечно болылими, какь В * гдЬ 
я—е 3). 


п=_— 


— бы 


понижению давлешя р, но всяЁдстые охлаждешя 
таза ири расширстн она пропоршональна величин 


и, т ; = 
р, глЪ т — 1 т и \ ескь отношенс удЪльной тен- 


лоты ири постоянномь давлении кь удфльной теилот $, 
при постоянному, объем} 8%). Даля агмосфериаго воздуха 
ноказател, шв равснъ 0,291. `Гакъ какъ эта величина 
положительная и дЪйствительпая, то р”, какь и р, 
при высонихь значешяхъ скорости, монеть убывать 
лиш до вуля и не можеть ся аться отрипательнымъ. 
Иначе было бы, если бы тазы слЪдовали просто за- 
кону Марюта и ие ирстериЪвали бы температуриыхь 
измЪнсыйй. Тогда вмЪсто р вошла бы величина 10 р, 
которая можеть получить безконсчно большос отри- 
цательное значете, хотя бы рин было отрицатель- 
нымъ. При такомь усновы разрывь массы воздуха не 
быль бы пеобходимъ. 

Легко удостовЪриться вт, дЬйствительномь сущс- 
ствоваши такихь прсрывностей, если выпустить струю 
воздуха, насыщеннаго дымомъ, черсзъ круглос отвер- 
спе или пилиндрическую трубку сь умфренной ско- 
ростью, такъ чтобы не произошло шипфия. При 
блазопрятныхь обстоятельствахл, можно получить тон- 
вкя струи съ даметромь около одной лиши и даи- 
ною вь нфсколько футовъ. Въ этомъ случа внутри 
иилиндрической поверхности воздухь находится въ 
движени сь постоянной скоростью между тЪмь 
какт, ви Ъ ся, даже вь непосредственной близости со 
струей, воздухь совсБмть ие движется или движется 
сдва замфтно. Очень ясно можно наблюдать этотъ 
рзюма раздЪль, если пропустить спокойно текущую ци- 
линдрическую струю воздуха черезь хончинъ пламени, 
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изь котораго она выр®засгь рфзко отраничениую 
часть, между тфмь какть остальная часть пламени 
останется совсфиь пезатронутой, и самое большее слегка 
разстраивается очень тонк пограничиый слой, под- 
пергаюцийся вмяншо тревя 9). 

Что касается математической тсорш этихъ движе- 
ий, 10 я уже указать граничныя успойя для вну- 
хреимей поъерхности раздфла жидкости. Оии состоять 
вь томь, что лавяешя на обфихт, сторонахъ поверх- 
ности должны быть одипаковы такъ же, какъ п ком- 
понснты сксрости, периспдикулярные къ поверхности 
раздВиа. Такъ какъ движеше повсюду внутри нс- 
сжимаемой жидкости, частицы которой не имБютъ 
вращательнаго движен1я, вполнЬ опредфаепо, ссли 
лано движете всфкъ границь и ирерывности внутри 
ея, то вь случа неподвижности граничиыхъ сеЕнокъ 
жидкости обыкновенно псе сводится кь изуаенио 
движешя поверхностн раздфла и измфненй ирерывно- 
сти на пей. 

Такую поверхность раздфла можно математически 
трактовать совершенно такъ, какь если бы она была 
вихревой поверхностью, г. е. какь еспи бы опа быза 
непрерывно покрыта вихревыми нитями съ безконечно 
малой массой, но сь конечнымъ момептомъ вращеная. 
На всякомь элементЪ такой поверхносги найдется та- 
кое наиравлете, въ которомъ тангенщальныя слагаю- 
иия скоростей олинаковы. Оно совнадаетъ ст, напра- 
влстемъ вихревыхть нитей въ этой точкЪ. Моменть 
этихь цитей нужно положить пропорщональнымъ 
разиости между периепликулярными съ нимъ компо- 
нептами касательной скорости на обЪфихъ сгоронахъ 
поверхности 36). 
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Сушществовате такихь вихревыхл, нитей въ случаЪ 
идеальной ЭКИАКОСТИ безь трешя ссть математическая 
фикшя, обястчающая интеграцио. Въ дЪйствительной, 
подверженной тренио жидкости эта фикшя быстро 
становится дЪйствительностью, такт какъ благодаря 
тренпо пограничныя частицы прихолять во вращатень- 
нос движенс; вслЬдстые этого тамь образуются ви- 
хревыя нити съ консчной иностепенно возрастающей 
массой, между тфыъ какъ прерыв пость движен!я при 
Эгомь выравнивастся. 

Лвиженю вихревой поверхности и лежашихь на 
ней вихревыхъ цитей опредфляется по правиламъ, 
установленным, мною въ моей работ о вихревыхь 
движетяхь. Математичесяя трулпости этой задачи 
можно преодолЁть, разумеется, лышь въ немногихъ, 
боле простыхь случаяхъ. Но во многихъ другихъ 
случаяхь можно, но крайней мЪрЪ, пользуясь ука- 
затиеыум приптаипомъь, заключать о направлени насту- 
пающшаго изм Бненя. 

Въ особенности слБдусть упомянуть, что по зако- 
пу, выведенному для вихревыхь движентй, пити, а съ 
ними и вихревыя поверхности внутри жидкости безъ 
трея пе могут, пи возпикать, ни исчезать, и что, 
наобороть, каждая вихрсвая нить должна сохранить 
неизмЪнно тоть же моментъь врашеня; далЪБе, что 
вихревыя нити переносятся вдоль самой вихревой по- 
верхпости со скоростью, равлой среднему ариемсти- 
ческому скоростей, имфютщихь мЪето на обЪихъ сло 
ронахь поверхности 38). Отсюда сл6дуеть, что поверх- 
мость раздила можеть удлиняться веда только в5 
томе направлен, куда направлено болтье быстрое из 
обонхь соприкасающихся на ней течений. 
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Въ дальнфИшемъ изложети я старался подыскать 
таке примфры поверхносусй раздЪфль, пеизмфино со- 
храняющихся въ статонарныхь течевяхь, ири ко- 
торыхь интсграшя выполнима, чтобы такимь обра- 
зомъ провЪрить, доставяяегь ли теормя формы тече- 
ня, которыя соотвтствують опыту лучше, чЪмь ссаи 
оставлять безъ внимая прерывность лвиженя. Если 
поверхность раздЪла, отдБляюшая иокояшуюся жид- 
кость отъ движущейся, должна оставаться статонар- 
ной, то вдоль ея давлене въ движущемся сло дол- 
жно быть то же, какь въ покоящемся; отсюда слЪ- 
дуетгъ, что касательная скорость жидкихъ частицъ на 
всемть протяжеши поверхности должна быть по-- 
стоянной 4) гакъ же, какл, и плотпосхь воображас 
мыхъ вихревыхь нитей. Начало и копепь такой по- 
верхности могугь лежать только на стБикф сосуда 
или въ безкопечности. Въ первомъ случаБ они дол- 


жны касаться © 
визна ея здесь непрерывна, такъ какь компоненты 


нки сосуда, разь допускать, что кри- 


скорости, пормальпые кт, стфик$ сосуда, ДОжЖиы ра- 
вняться нулю- 

Сташонарныя формы поверхностей раздфиа отли- 
чаются, впрочемъ, какъ на это указывасть опыть въ 
полномь согласти сл, теорлей, чрезвычайною наклоп- 
ностью къ измЪычивости при самыхь пезпачительныхь 
возмущеняхъ, такъ что по свосму характеру он въ 
ифкоторомъ отноптетии ведуть себя подобно тЁфаамъ, 
находящимся въ пеуслойчивомь раппонфаи. Порази- 
жечьная чувствительность цилиндрической струи воз- 
духя, насышеннаго дымомтъ, къ звуку, оцисапа уже 
“Гипдалемь 42); я самъ удостовфрился вь томь же. 
Эго, очсвнано, свойство поверхности раздфла, когорое 


2261 = 


играеть въ выстисй стеиени важную роль при вдува- 
ви воздуха въ трубы. 

Теоря указываетъ, что если образуется какая-ни- 
будь неправильпость на поверхности стацюнарной 
струл, она въ остальных, частяхъ должна привести 
къ распространяющемуся все далЪе сииралеобразному 
свергыванию соотв тственной части поверхности (рас- 
прострапяющемуся по струф) 8). 

Это стремлеше къ сниралеобразному спертыванио 
при всякомъ возмущеши легко, между прочим, можно 
заменить НЕ наблюдасмыхь саруяхь, По тсорт нриз- 
магическая или циландрическая струя могла бы быть 
безкопенно длинной; въ дфйствительности же такой 
струи получить нельзя, такъ какъ въ столь подвиж- 
помъ элементф какъ возлухь, никогда новозможно 
устрапить совершенно возмущаюниая вияня. 

Легко убфлиться вт, томь, что такая безкопечно длин- 
ная пилипдрическая струя, вытскающая изъ трубы съ 
соотв теавеннымь ноперечнымь сфчешемъ вт, покоя- 
шуюся внЪтвюю жилкость и состояшая изь жид- 
кости, которая двиукегся новсюду параллельно ея оси 
съ равиомфрной скоростью, — уховлетворястъ услов!- 
ямь сташопарнаго состояшя 434). 

Данфе я даю лишь набросокъ математической обра- 
ботки одного случая протнвоположиаго характера, 
когда течете изъ широкаго пространства переходить 
вь узктЙ канахъ; ифль моя дать примфръ прим$нсвя 
метода, ири помоши которато можно рфшить н$ко- 
торыя задачи вт» учети о потсишальныхь функтяхь, 
представлявиия до сихъ поръ затрудневя “). 

Я ограничусь ТЪмъ случаемь, когла движене  ста- 
щонарно и зависить отъ двухь прямоугольныхъ ко- 
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ординать л, у, и когда при этомь въ жидкости, сво- 
бодной отъ трешя съ самаго начала, не сушесгвуеть 
вращающихся частипЪъ, ся’Бдовательто, и съ теченемъ 
времени таковых иоявиться не могутъ. Обозначимъ 
для жидкой частицы, находящейся нь точк® (х, у), 
компоненгь скорости параляельинй оси черезъ #4, 
а параласльный оси у чер 


ь в, тогда, какъ извЪстно, 
можно найти тамя двБ функши отгь жи у, то 5). 


_ 4 


” — д ау’ 


(2) 


Этими уравненями нсносредствеино вылозняются 
внутри жидкости усповя, чтобы масса въ каждомъ 
элемепт% пространства оставалась постоянной, вименно: 

дн, 4 4  а5 944 а 
(9) та д Рау ах?‘ ду? 
Обозиачан потепшаль виЪиитихт, силь черезъ Г, 


о. 
ах 


мы найдемъ давленю внутри при постоятитой плотности 


1, изъ уравнены: 
Г а я 
г) г [в ) ] 


и 


Кривыя 
{= Сопя 
суть ли тока 2) жидкости, а кривыя 
ф = Соизё- 


ортогональны кь нямь. Нослфдия суть кривыя рав- 
тгаго потентлала изи равной температуры, если заек- 
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тричество или чеило течетъ сташонарнымь током 
во проводникамь съ постояппой проводимостью. 

Изъ уравненй (т) сяфдусть, какъ питсгральнос 
уравнете, что величина © -- {# есть функшя #-Н у 
(гл = И— 1). Найдениыя до сихь порь рёшешя 
выражают обыкновенно $ и ф, какъ суммы членовъ, 
которые сами суть функции огь хи у. Но можно, 
наоборотъ, х-- #й разсматривать, какл, функшю оть 
эФ-- Ч и разыскивать рфшене въ такой формЪ. 

Въ задачахь о течении между твердыми стфиками ф 
влоль гранипъ постоянно, и ссаи поэтому мы булемъ 
разсматривать Ф и 1 „ каАКЬ прямоугольныя координаты 
на изоскости, то мы должны искать функшю Рф 
въ ограниченной лвумя параззельными ирямыми ф = 6 
иф==е полосф этой плоскости такъ, чтобы у края 
уловлетворнаось уравнеше сгфнки, а внутри получа- 
лись данныя прерывности 16). 

Такой случай мы будемъ имль, если ноложимь: 


@ иле ии + 
или 
в = 4$ -- Ав? 5 Ч, 
у— Аф- 29 я $. 
При значенли № == т, у становится посгояниымъ и 
я— Аф— Ав. 

Если ф измняется въ предфлахъ оть — со до-|- 96, 
то х измфняется одновременно отъ — до — Аи 
загмъ опять ао — 0. Кривыя тока ф==--и соот- 
втствУЮГь, таким образом, тсчсню вдоль двухь 
прямыхъ стфнокъ, для которыхь у == Е Аи, а х из- 
мЫнястся между — 2 и — А “7. 


обе 


Такимъ образомъ, если разсматривать $, какъ вы- 
раженю кривыхъ хока, то уравнеше (2) соотв тсувустъ 
течению изъ капала отраничепной двумя параллель- 
ными илоскостями въ безконечнос пространство. На 
краю канала, гдф = — Аи у=-- Аи и гАЪ далфе 

фон фм, 


(ау) 


и такимь образомъ: 


(5 


Электричество и теплота могутъ гсчь такимь обра- 
зомъ, капельная же жидкость нолужиа разорваться. 
Если оть краевъ капала начинаются стапонартыя ди 


мы имфемы 


ю. 


ни раздфла, которыя, конечно, будутъ продолженямн 
расположениыхъ вдоль стфпокъ хи тока ф —-- п, а 
внЪ этихъ линШй раздЪла, сираничивающихь текушую 
жидкость, долженъ имЪть мЪсто покой, то давлеше 
на обЪихъ сторопахъ чин! раздЪфляа должно быть оди- 
наково. Это значить, что вдоль тфхь частей литий 
{= т, которыя соотвфтствуютъ свободным динЕямъ 
разяфла, мы лолиты им ть, согласно (16): 


(3) (=) +) — (Сонг. 


Чтобы сохранить осповныя черты даннаго въ уравнс- 
ни(2) лвижешя, прибавимъ къ вымиенаписашиюну выра- 
жешю пля и сше одицщь членъ в-|-ть который 
есть та же функшя отъ Ф-- фе 
тогда имфемь: 


(за) 


[2 Аф-|- Ае? со у -- в, 
| у== А -|- Де эт ф-т 


и долины опредЪфяить с-— п такъ, чтобы вдоль сво- 
бодной части На раздфиа ф= ее: 


Е 
(4- Дет а = и) +(=) = Сотя1. 


Эко усломе выполнится, ести мы сдЬласмъ здЪсь 


(35) е- —0 или с = Соп5ё. 
ры 

и 

(36) т — АГ 27 — в%- 


+ 
Гакъ какъ Ф вдоль сгбикн постоянно, то мы мо- 
жемь интегрировать носаЪансс уравнеше по и най- 
денный иптеграль обратить въ фупкцию © - 
ставляя всздЬ ф-|-# (ф-Е п) вмЪсто 9. Такимъ обра- 
зомъ, при надлежащемь выборЪ постоянной интегра- 
пи 43) мы получимъ: 


1, ПОд- 


. А й Эф 2+ 
ст -— АИ — зем Шо 


4) | Це 
— 2 аге мт | —=е ] , 
у2 
"Гочки развфтвасшя этого выражешя лежать при 
ера = — 2, т.е. при ф=-Е(2а- ги п о==109 2. 


Такимь образомь ни одна изь нихь нс асжить вь 
предВлахъ между Ф = пи 
здЪсь непрерывна. 

Вдоль стфики 50) будемь имфты 


ео ИР, ыы 15 
си В | у2ер — е2м- 2 атез | 1 Ы | 
2 


сли ф < 104 2, то вся эта величипа чисто мнимая, 


=р— п. Функщя б-р 


т 
сабдоватсльно с ==0, между тЬмь-_ нмолучасть дан- 
} 45 } 
г 


5 


пос въ (36) значеше. Эша часть линий! \ 
отьфтствусть такимь образомь свободной части струи. 
Усли Ф> 100 2, то все выражен становится дЪй- 


ствительнымь, за пскаюченемь слагаемаго -— Ай ко- 
торое прибавляется кл, значению тё т. с. у. 
Итакъ, уравнсн:е (39) и (3@} соотвЬтствують нылека- 


нио жидкости изъ пеограниченнаго сосула въ капалъ, 


ограниченный двумя плоскостями, ширина котораго 
равиа Аг н сторона когораго иростирасхся от 


Ех со лох А {2 012}. 

Свободная литя разлфла текущей жидкости ис- 
нриванстся сиачаза отъ края отверся ъэъ сторону 
положительныхь 2, ТАБ при 9-0, х Ат 
у=-Е А (м -- 1), ова лосгигаетт, наибольтнаго зна- 
чешя Я, потомь направаяется внутрь канала м нако- 


ненъ прибаижастся асимлтотически къ обЪимъ пря- 


мымъ у= 


|: Ик, такь что вь конц шарина вытс- 
кающей струи равпяется ровно половииЪ ширины 
канала 51). 

Скорость вдоль поверхпосли раздЪла и на кони 


Е т И 
вытекающеи струй равна —. Вяозь твердой стБнки 


А 


т 
и впутри жидкости она вездЪ меньие —5, такъ эао 


эта форма движевя можеть сутествовать при дюбон 
зеличинЪ скорости выхекатя. 

Вь этомъ ирямЪрВ я обращаю оспбеннос вниманю 
на то, что форма течешя жилкосли въ трубф на 
длииномъь пути опрсдЪляется формой начала струй. 
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Приложене, касающееся распредленя электричества. 


Если въ уравасши (2) всиичниу {ф разсматривать, какъ 
эзектричениай потевымаь, то въ предыдущемь мы 
получаемь распрелфленю эаскгричества вблизи красвъ 
двухь паоскихь и весьма блазкихь пластинокт, до- 
пуская, 10 разстонше между ними можно счизать 
исчезающе малегмь сравнительтьо съ раусомъ кривизны 
ихь краепъ. Такимъ образомь мы имЁемь очень 
простое рыпетие задачи, когорую трактоваль Клау- 
злусъ *). Шри этомъ получасася то ке самое расире- 
дЪфлеше элскгричества, какое было пайдепо и имьъ, 
ло крайпей мрЪ, поскольку дфаю касиется зависи- 
мости этого распредфаен:я оть крилизны красвь 82), 

Прибаваю сте, что этамъ же метоломь можно 
оирсд 
раллельныхь, безконечно дампныхь плоскихъ иоло- 


ИТТ, распредБаеше эяектричества на двухъ па- 


сахль», четыре края п торыхь въ поипсречпомъ сфчеши 
об раз» ютт, ве риины ир я моутга, дьнива. 

Потешшальиая функшя у для такого распредЪленя 
прсдставился урапценемь Чизрмы: 


(9 затеи В пе: о 


тдЪ И) преаставяясть функию, введенную ]2асоы 


въ ето Рапаашеша пота, р. 172, какъ числитель 
зтатт. По тамошнему обозначентю, заряженныя по- 
лосы соотвфусувуютъ значение <=-1-2 ГА в—2АК 


*) Родденйо ху Апалел. ВА. СХХХА. 
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равно половин разслоятя между полосами, а отъ 
отпошея пасгояниыхь А и В зависить лирина 
полосы. 

Форма уравнешй (2) и (4) показывають, чтофиф 
можно выразить какь фупкши ги у „тАшь при 
помоштя разложетй въ весьма сложные ряды. 


ПРИЛОЖЕНИЯ. 


Замфтки о визни и трудахъ Гельмгольца. 


Германл, ф. Гельмгольць родился 3т августа 1821 г. 
въ Потсдам, гдЪ сго отецъь быль утихелемъ гимна- 
зти; по окончания гимназии ошь сталь изучать меди- 
цину въ Берлинскомъ поепно-медицинскомъ учеб- 
номъ завсдения „Риедисв-М/лей$ азии“ и вл, 1842 г. 
слфазася военлымъ врачемъ въ ПотсдамЪ. Опубли- 
кованные имтъ паучные трудны, въ особенности по- 
явивтаяся въ 1847 году статья о сохранени энерти, 
открыли сму чисто-паучную карьеру. Въ 1848 г. опъ 
сдлался ассистентомъ при анатомическомъ музсф въ 
ХБерлинф н ирсподавателемь анятоми въ тамошней 
школ искусствъ, вь 1849 г. профессоромъ физюло- 
ии и общей натолойи въ Кенигсберг въ Пруссйи; 
вт, 1856 году онъ переселился вл, Боинъ, а въ 1858 г. 
запяль каоедру Ффизюзоми въ Гейдельберг. Въ 
1871 г. онъ взяль на себя послЪ Магнуса профес- 
суру физики въ БертинЪ и наконець оставить се, 
чтобы занять мФсто предсфлателя пъ „РВузкаЙзсь- 
тесизсве Всей 5ап$(а21“. Ири этомь онъ продолжаль 
читать лекили въ университсгЬ. Онъ умерт, $ сен- 
тября 1894 года. Изъь выфшнихь отли, выпавших 
въ изобими на сго долю, мы здЪсь упомянемъ лишь 
дарованное ему въ 1883 г. потомственное дворяиство. 

Гельмсольиль былъ ие только одинь изъ ученыхь, 
повЪйшаго времени, отличавшихся своей разпосто- 
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ронностью и познанями, онл, принадлежал къ ве- 
личайшимь, наибояфе тгаубокимь изслФдователямь 
всфхъ врсменъ, къ тфмь, которые указывали наук 
новые пути. Решаютес значете имфла уже неболь- 
пгая статья о сохранени эперми. Сь законом со- 
хранешя энер была найдена связь, соединяющая 
мсжду собон разпообразнЫишя силы природы. 

По опубликовати эгой работы, Гельмгольць снова 
обратился кл, изслдоватяыъ ло физюлоги. Изъ рс- 
зультатовъ сто р 


упомянемь здБсь только: из- 
мЪреню скорости распространешя нервнаго раздраже- 
мя, изобрЪтеше тлазпого зеркала, изсяфдовашя по 
смЫнентю ивфтовь и пеЪтовымь ощупентямъ, обо- 
сноваше теорми возникповешя прострапственаыхь 
представлений. Собраше его сс 


эстветтыхь работъ, 


посвящетиыхь изучению зригсльнаго чувства и всего 
уже извЬсинаго въ этой области, представияеть его 
капитальный трудь „Нап дЪись 4ез рАузююуавсНнеп Орши“ 
(Лейицигт, 1856 — 1867 г. второе издаше, перный 
выпускь когорйо вытпель въ 1885 толду, еше нс 
окончепь). ВелБдъ за эгимъь трудомь появился въ 
1862 г. сше болфе изьЪстный грудь, вытелши въ 
четырехь изданяхь-— эго „Ре Шертс хол еп Топетр- 
йпаипрел“. 

Въ обоихь трудахь трактуются обстоятельно не 
только чисто физологичестие вопросы, но и примы- 
каюние сюда вопросы физики; разработка этихъ-то 
вопросовъ и привсла Гельмтольца къ спсшализащи 
вт, области физики, которой принадлежать его важ- 
нфйшс труды. Особенно замфчательны ето работы 
по вопросамь теорегической физики. Первыя изъ 
относяшихся сюла работь былп по тидродинамяк , 


аа Е 


асродипамик® и акустикЪ, за ними слфловаян, начи- 
ная сь 1870 г. изслфловашя по электродицамикЪ, ца- 
лс по разяичпымь вопросамть оптики и термодина- 
мики. Мн доажны довольствоваться лить этимъ пе- 
речнемъ дисципличъ, вь которыхъ онъ работазь; 
оцфика огдфльпыхь сто трудовт, завела бы нась здЪсь 
слиткохмь далеко. 
Рядомъ съ физикой 
ня. Уже сь уо-хь тодовь онъ старался изсаЪЬдовать 


оцъь занимахся теортею позна- 


природу чувствепиыхь воспряйй. При этомъ опъь 
пришель къ воззрёнию, что чувственныя воспряйя 
для нашего сознашя суть только зпаки внЪфшнихь 
предметовь и фактопь, и этоть факту натолкнуль 
его па важное изслЬдованю объ основахь геометри 
(1868 г.). Зфсь, а также п по отношеню къ аксю- 


мамъ ариомсгики въ работЬ, опублиноваиной въ 
1887 году къ юбилею Целлера („ХАШен иа@ Меззев, 
егкелибизШеогейзев Бенасве()“, онъ выступищъ про- 
тивь представяеня Канта о трансцендентности про- 
страиства и времепи. При этомъ онъ включилъ въ 


яфаованй нс только основы чистой 


кругь свОНхъЪ ИЗ. 
махсматики, но также н основы мехапики и физики. 
Труды лослфднихь десяти тфтгь сто жизни па ряду 
наи аг- 


сь ифсколькими важными траклатами © дви 
мосферы были посвятены изстфховапио и опредфле- 
ню принциповъ механики. 

Научпые тракгагы Гельмтольца, опубликованные 
первопачально въ разныхь журналахь или изданяхъ 
акадсмш, собраны вь грехъ томахъ; первые два тома 
появились въ 1842 т. и въ 183 г., трем въ 1895 г.— 
посл смерти ученаго. Это собраме пе содержитъ 
пазвапиыхь ныше двухь трулдовтъ, академическихь 


р5зей и популярно -научныхь лекшй; послбдыя 
составляютъ солержаше особаго собрашя, пыптел- 
итато въ 1884 году третьимъ издавемъ. Желающимь 
ближе ознакомиться СЪ научными заслугами Гельм- 
гольца рекомендусмь посвященную сго памяти рёчь 
\. х. Вего'а (Лейпцигь, 1895), далфе составасннос 
С. Мнейстал’омь ввелеше кь Ш тому собрашя 
сочиненй и, наконсць, статью КопизБегиега: „Нег- 
шали у. Нейшвойя, Отбегзисвилеел @Бег @е Сгипадсп Чег 
МафешайТ. из @ Меса“, ера, 1806 1). 


Обиця замбчаня о напечатанныхь здБеь трактатахъ 
Гельигольца. 


Нанечатанными здфсь трактатами, изь коихь пер- 
вый появился въ 1858 тоду ъъ 5$ том журнала 
„юигла г @е геше ип@ апосхал йе Мафетаик“. осно- 
ваниаго СгеГемь, а пторой въ 1868 году вь Мопав- 
БепеМе @сг Вейитег АсаЧепе, Гельмгольць открылъ 
‹хидродинамик% новыя области и указать движе- 
ыя жидкости, которыя раньше совершенно ле были 
излБстны. Между тфмъ какъ до тЪхь порь трак- 
товади почти исключительно тоаько такКёя проб- 
лемы гидродинамики, при которыхь сушествуеть по- 
чентмаль скоростей, Гельмгольць въ первомъ изъ на- 
шихь трактатовъ впервые подвергъ общему изсяБдо- 
ваншо т формы движешя жидкостей, которыя вы- 
ступаютт, когда потеншаль скоростей отсутствует. 
Разсматривая измЬнсве, которое прстериЪваеть бсз- 
конечно-малый объемъ жидкости вь безконечно-ма- 
лый олементь времени, оть нашсль, что характерная 
особеппость такъ пазывасмыхь потеншальтыхьь дви- 


жен! состоитъ въ томъ, что ни одна частица жид- 
костн нс имфеть врашалельнаго движеыя, между 
тфыъ какъ въ случаЪ врашешя частиць жидкости ио- 
леншала скоростей пе суествуеть. Уже этотъ рс- 
зультать  знатитсльно растириль пате понимане 
сущности движевя жидкостей, но сше большее 
значете имфють общя ноложеня, выславаенныя 
Гельмгольнемь относительно движеня безъ иотсн- 
тала скоростей, которое онь называетъ вихревымъ 
движенемъ. Базоларя аналоги, когорую оитъ обна- 
ружиль между вихревыми движетями миадкости и 
магнитнымь дЪйстысмь олектрическихь токовь, онъ 
сдфиаль этотъ новый родь лвижентя доступнымъ на- 
нему предсгавленью. Приведеппые въ кони прим- 
ры, которые относятся къ движепшпю прямолиней- 
ныхъ и кольцеобразныхъ вихревыхь нитей, также 
служать для того, чтобы дать нагаядную картину 
движенй, о которыхъ идетъ рЬчь. 

[9 важности разсмагриваемой работы можно судить 
по обширной литературБ, возпикшей изъ нея, по 
огромному числу авторовъ, разрабатывавлтихь дальше 
открытую Гельмгольцемъ новую область. 

Изъ нихь мы назовем лишь НапкеГя (см. саЪ- 
дуюшес примфчаше 3) стр. 75), Всешар-Метог. 
Воюриа (3) т —1\`, 1872 — 1875| №. Твотвоп’а (РЬШв. 
Маат. (4) 34, 1867, (5) 10, 1880; Тгаиз. Воу. $08, оГ 
Ешь. 25, 1869]. ]. }. Тпошеог’а (А. шсайзе ов е тобой 
о! уомех Плоз, 1883). На иЪкоторые друпе трактаты, 
напр., СгеевЬИГа. Сомез’а, СлоБИ будуть ссылки въ сл- 


дующихъ примфчаняхъ. Названныя только чго из- 
сафдоватия \М. Трошзопа (нынф лорда Кельвина) осо- 
бенно важны потому 


что этогъ ученый, изучая за- 


ЕВА ТЕ 


коны вихревого движеюя, пришель ко взгляду, что 
атомы ихмБютт, форму вихревыхь колець. Хотя эготъ 
ьзгаядуь вссьма гипотетичеть, тфмь нс менфе одъь 
представаясгь инзерест,, во-первыхь, тмъ, что соеди- 
нясть учеше о исирсрывности матер съ атомисти- 
ческой гипотезой, и, во 2-хь, тфиъ, что показывасть 
возможность устрапить изъ физики дальнодЪйствя 
безъ посредслва срелы. 

Вторымъ траклагомь также открыть гидродинамикЪ 


повый классъ пробасль, и съ нимь та связана 


обпитриая литература. Въ немь впервые пзсяБдуются 
услошя образовашя струй внутри жидкостей. 
Тельмгольдь нашеиь, что дыя этого явлешя харак- 
терно образоване поверхностей разрыва. Возможность 
такнхль поверхпос ей, вдоль которыхь тангеншальная 
салагаюая скорости изменяется прерывно, локазана 
въ первомь пзЪ нашихь грактатовт, при раземотрти 
вихревыхь поверхпостей, п ть этомь олношеши обБ 
работы иЪено связаны межау собой. Мо здЪеь онъ 
отьлекается оть сушесквовая вихрей и сосредоточи- 
ваетту внимане только на лрерывпости движешя. Ра- 
зумЪелся пе всЪ зачачн, высгупаюния при длвижентяхь 


такото рода, удасася разрЬшихь; наоборотъ, прихо- 
|} р разр > 


дится ограничиваться тЬмъ, чтобы представить воз- 
МОЖНЫЯ движеня аналилически, А за Ъуъ изсЪло- 
вать, какимъ копкретнымь саучаямъ соотв 5тствуютъ 


найдениыя рЁшешя*). ЛазБе и это аналитическое 


*) Прим. ред. Въ пастоящее время ого улверждене не 
точно: мы пмфемь работу прог. Н. Е. Яхуковскало „Видо- 
изм6неюя метод» Кирхгофа и т. д.“, напечатанную въ ХУ т. 
Мат. Сбори.., 1990; авторъ указывасть путь рёшешя всёхь 
тБхь задать, въ которыхь потокъ жидкости, всюду движу- 
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прсдсгавлемте лвижешй возможно аншь при извЪ- 
стныхь донушщеюяхь. Ириходится вводить предиоло- 
жеше, что не дфйствують пикаюмя  вифиния силы, 
чго длвижеше приналлежить кь погсншальнымь дви- 
жешямь и сташонарно и, накоисцъ, что оно зависить 
зишь отъ двухъ координать. Съ математической точки 
зрЪня иптересна связь между отпосящимися сюда 
проблемами н теорей конформнато изображеня. 

Только что указанныя ограничешя были сохранены 
и т5ми авторами, которые велфдт, за Гельмгольцсяь 
разработываи дальше пробаемы образовавя струй. 
Изь нихъ назовемъ: КисВВо’а (Сис5’5 фюигла! Г, Мафеш. 
то. 1869); лорда Вауещ!"а (РВИ. Мар. |5] 2. 1876), иока- 
завлаго, какъ изь результаговь КосвВоНа получается 
соптасйо уепае, РапсКа (МЛедетапп Апп. [2} ХХГ. 1884); 
\. Усюга (Сбйше. Масфг., 1835 ип@ Майют. АппаГ. 28 
и также Сошшр Касйг., 1392); павонсць, сяЪдусть еще 
упомянуть работу М’ешиацета (Соле. Масрг., 1390), въ 
ке горой опущено ограпичете, что движение зависить 
только оть двухь координат. 


Примфчаня и объясненя къ тексту. 


1. Викревыя движеная. 


Г) кь стр. 5. Поняме потеншада скоростей, какъ 
это указапо п текстЪ, встрЪчастся уже у Лаграпжа; 
повое пазймие вводигся здЪсь Гельмгольцемь но ана- 


щися параллельно плоскости. прегражленъ плоскими стн- 
ками. Слёдуетъ отмЬтить также статью Н. В. Берви въ Тру- 
дахь Физ. Отд. О. П. Е. {т. Х.), гдб разртаюзся нфкото- 
рые вопросы о струяхъ въ тяжелой жидкости. 


хопи съ введенпыма, Гауссомт назваыемт, «потен- 
щала»; подь текстомъ плитирубтся второс издане 
Месатчие апа1убчие Глетаво’а, первое вышао въ 1788 г. 
Назване указанной работы Ещега — Рип рез вепегаих 
Чи топуетеге Че? Пе. 

2) къ стр. 6. Со времени появясшя этого трактата, по 
вопросу о вмяши трен!я па движеше жидкостей сд Бла- 
но доволыи большое число полробныхь оиытныхъ и 
тсоретическихь изсафдований, именно Пенрвошемъ и Роб 
гомезку’мь (\еп ЗИзипрзЬег. 40. 1860): З\еал’омь (\теп. 
амипозЬсг. 46. 1862), О. К. Меусгомь (СгеЙсз |оиглаГ. ВА 
59, 73. 75, Роррепао® Аппаеп, г1З, 143), МахжеШГомъ (Ры- 
Тюзорй. Тгапзасё., 1906); Воиззтезси’омь (ГопуШе 1. 1568) 
и другими. ЗамЪтимт, еще, что общщя уравневшя дви- 
жешя вязкой (т. е. подверженной трепю) жидкости 
были даны уже Мамегомъ (Мет, @’Аса@. Че Рапз, 6, 
1823), Рывзогомь (]ошгп. ЧЕсо]. Роуё., СаШег 20. 1931) и 
ЗюКез’омт (Сотбг. РЫй. Тгапз. УНГ. 1844). и что послфл- 
ий уже примЪфнихъ эти уравненя къ движению сфе- 
рическаго маятника въ воздухЪ (СотЬ. Ргаиз. ГХ. 1551). 

3) къ стр. тю. Позоженныя здЬеь въ основаню 


уравнения, выводь которыхъь можно найти во всфхь 
учебниках механики, суть такъ называсмыя уравяе- 
вя Эйзера. Они опредЪфляюгь скорость п давлеше 
жидкости, какъ Функши мЪста и времепи. Вторая 
форма, которую можно дать уравнешямь гидродина- 
мики, служить для выражсвя координать оипредЪ- 
ленной частицы ясидкосги, какть функций 2я пачаль- 
наго положешя ин времени. Эта вгорая форма, кото- 
рую называють формой уравнешй Лагранжа, также 
ирннадлежигь Эйхлеру {№оу. Сопутепе. Асай. Рейоро!, 
14, 1769; по ошибкЪ эту работу всстда отпосять къ 
759 году всафдстые опечатки на заглаыи соотвЪт- 


сгвуюшаго тома. Томь 14 принадисжигь 1769 году 
и появился 1770 г.). 

Теорю вихревыхь движенй можно вывести и изъ 
уравнешй Лагранжа; это показалль И. Напке, разрЪшивъ 
задачу на соискаше преми, поставленную философ- 
скимь факультетом  Гсатинтенскаго университета 
{иг аАПрешетсп ТВеопе 4ег Вехедцос ег Кизвркецеп, Со 
бпаеп 136). 

4} къ сир. 1т. Питирусмыя здЪФсь работы Гаусса 
я Грипа имфются въ изданти Озбха5 КЛаззщег (№№ 2 
и 61). 

Теорема Грина, на которую здфсь лфластся ссылка, 
находится на стр. 24 (тезр. иримбч. стр. 121) въ биг № Оз 
ха" Ку. Гельмгольць здфсь первый обратить вни- 
мате па ло обстоятельство, что потенталъ скоростей 
© въ многосвязныхь пространствах можеть сд®латься 
мпогозпачнымь, и что для такихь многозначныхь 
функ теорема Грипа нс имфетъь мфста (ср. стр. 21 
м 22 текста, также иримфч. 17). Какь расширить эту 
тсорсму, ссы рЪчь илегь о миогозначныхь фупкие- 
яхь, было показано М. ТВошзоп’омъ (пордль Цельвинъ) 
(Оп уоцех. поцов. Е@шЬ. Тгапз. 25. 1909). 

У) къ стр. 12. Важный вопросъ о разяожен дви- 


жешя жидкости, разсматрипаемый здЪсь впервые съ 
самой общей точни зрфшя, вызьаль полемику межлу 
Гельмгольнемъ и Бертраномъ (Сотри. гепа. Ва. 66, 67, 
1505). 

Вт, результагЬ этого спора Бертранъ дояженъ быль 
солласиться, что формулы Гельмгольца столь же общи, 
какъ и ланцыя имь формулы, исходную гочку кото- 
рыхъ составляегь разложене движеня жидкости на 
два осповныхь движеня: персносъ и расширен по 
тремъ направаенямт, пзаимно нсперпепдикуляриымъ. 


6) къ стр. 15. О тсоремЪ Грина ср. № бт ОзбхаЮ? 
Казещег, стр. 121 (примфч. 9). Если въ приведенной 
чаь формуш6 положить О==ТИ=$ и принять во 
внимате, что дФ-=0, то получаскся уравнене, при- 
водимос въ текстгъ. Отпосительно ограпичен! я теорсмы 
см. примЪи. 4). Питааа въ примфчани содержитъ 
въ оригинал ошибку, тамъ стоить: СгеШе’; дошгпа|, томъ 
ТТУ, стр. 108, вмБсто ХИМУ, стр. 360. — Въ том МУ 
содержится упомянутая па сир. 8 текста работа Римана. 

Чао у твердой стфики, ограничивающей жидкость, 


нормальная слатающая скорости и обратпается въ 
пуль, сяЪдусть изъ того, ито поверхность жидкости, 
свободна ли опа или несвободпа, состоитъ всегда изь 
дух же часгиць. Посяфлиее ссть слфдегые нспрс- 
рывиости жидкости. 

7) кь стр. 17. Этимь опредфляелся поняйе «вихрс- 
вого движешя», какь такого явижевшя жидкости, при 
которомть опредфляемыя уравнсыями (2) на стр. 14 
слагаопая скорости врамешя ие обрашаются въ 
пуль. Есхт это имфегь м%сто, то потениталт, скоростей 


ис сушествуеть. Важность этого новаго поняия осо- 
бенно видиа изь ся$дмпощихь открытыхь Исльмголь- 
пемь теоремъ. 

8} кь сар. 17. Лля поясневя замБтимь: въ уравнс- 
нтяхь Эйлера величины, опредфляюция движеню жид- 
кости, выражаюгся какъ функти мфста и времепи. 
Поэтому ® обозначает ь изм 5 петс, прстерифваемос 
функшей |] за время 4 въ опрсдфлеиномь мЪФст® 
жидкости. Эта всличина отиюдь не ирсиставляеть 
собой измфпешя, котарое испытываегь ф за вревя 
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{для опредфаеимеай частицы жадкасти, тамь каКЪ 
частица эь пролоажеше премепи 4 нс остается на 
одномъ и томъ же мЪсть, по координаты ся изм - 
няются па НАБ о4Ё и зе. Если для какой-нибудь 
частипы жидкости въ памал В разсматриваемаг» эчс- 


мснта времени у была ифкоторой опред Ваепиой фут 
щей оть л, у, 2, Ь то вь кон В ЕЙ дяя нся ссть 


та же фупкшя оть Ни у--о@ь 2-рзе4ь &-- 4%. 


Поэтому измфиене ф въ этомъ случаБ будеть: 


«аи | 59 + эе Е - р а 


з й 4. 
и это выражен въ огли‘ас отъ и @ обозначается 
Ц 


9 
черезъ Е Употреблентый эдфсь способь обозпа- 


9 
ченя полныхл, ч частныхъ произво лдпыхл» совершенно 
обратный Якобевому, который теперь вошель почти 
во всеобщее употреблене. 

9) къ стр. 13. Относительно выкладокъ, приво- 
дяшихь кь уравпенямь (3) м (34), замфтимь слЪ- 
дуУющес: лиффереппируя первое уравнсн!е (1) но #, 
второе по т и выпитая зарЬм ь второе ЦЕХ перваго, 
мы получаемтъ, пользуясь услошемъ (та) н постду- 
ющимь уравнешемт, (2): 

42 В р, „4% | „2 4 Чи 
Ч. ' 4 ЧЕ 4 Чх 

Че Ч Фе Чи Чи 4 ее 

Ч а Ча Ча Ч“ 


г ах ага Чт 4: 
Сумма первыхь четырехъ чаеповт, правой часги равна 


а - Су мма ся Б, ующшихь чаеновь, если согласно чет- 


о — 


ь ны г а 4 Я 
вертому ухравиеншю т поаожиать — = Ру 
ЛВ Че ' Чу а 
иредставится въ вид: 
©) о Чи | 46 4 т 4 40 аи аи 

4; 4у Г Чу 9: ' аг42 аа: 

о Че Чи 

Прибавляя и вычитая изь этой суммы по —— МО- 


их Ч 
жемтъ сумму (Ъ) записать такт: 
(65°) И м а 

Че ау 92 
Подставляя это выражене въ (а), получаемъ послЪд- 
нее урависы:с (3). Чтобы получить посаЪднее уравне- 
не (3а\, нужпо мь суммЪ (5) прибавить 


‚ Фе 4 


Г Ч 


10) нъ стр. 19. Въ оргинахБ скорость вращевя 
обозначена нс черезть в, а черезъ 4. Изуневе сдлапо 


дия сохранения едипства въ обозначети, такт, какъ даль- 
ше въ оригипалЬ скорость пралценя всегла обозпача- 
ется через 0, между тфымт, какъ 4 есть результиру- 
ютая скорость. Въ собрайяхъь сочиненй 4 иногда 
замЪнсно 5. 

гг) кь стр. 20. Аля пояспешя доказанной 1; Ъсь 
важной теоремы могло бы служить слБдующее зам Бча- 


чаше; Гельмгодьць разсматриваеть лвЪ жидюя части- 
› НЗЬ которыхъ вторая для премени { лежитъ на 


цы 
оси вращешя лервой, и именно на разстояши 26 
отл неся. Если координаты первой частицы суть х, 
у и =, то координаты второй — 2 -|- &, У-- = =; 
и ссли саамаюция скорости первой и, ®, #, а второй 
в 
г 


и *, 96, то вслъАсгие непрерывности жЖилкости и, Л 


РУ. Е 


ия» суть ть же функши отьх |- Е у-Н=й, е--&, кавь 
и, ®, 2 оть к, 9, 2. Разлатая по строкЪф 'Гайлора, мы 
получасмь дня и, ©, ил выражены, дацныя гремя зрав- 
исниями на стр. 19. Шо нстечени времени @Ё обь 
частипы пзмфнили свое положеше вь жилдкосги; ко- 
ординазы первой стали теперь "--наф, уфе ь зе, 
а второй «Е -ааь у ей а 4ь ЕР. 
Есаи ви, 8, 11 суть косинусы угяовъ паправаея пря- 
мой, сосдиняюшсй 61 частицы чая времепи {4% то 


2: 
тт 


(2) 9 
== -- (и, — и): =, -- (и —®) а: (а — ® 4. 
Вальзя зпачете в, —и ит. д. нм пользуясь урав- 


нешями (3) на стр. 18, эта пропорши можно напи- 
сахь таке въ сл инь вил: 


(5) би 181: реа: =) -|- виа 2 кре, 


Сьъ другой стороны во время @Ё измнилось и па- 
правленюе оси вращеныя первой частицы, такт, какъ 
компоненты скорости вращеня, им Ъвиие для времени 
Е значешя Е 1, 5 лая времени Ё-- А! обратились вт, 


)5 от 9 
а ч--- 4 © |--ЗАЁ Нсли поэтому косинусы 
ОР г ЧР м - 


углавь направлешя оси вращеюя дия времени #-- @ 
суть а, #', /,то: 


г› 


(<) %:5':у-=5 2: 9: те 


Изь уравнений (6) и (< сбдуеты 
о "ба" 
ть, 
т. с. пияхосдицяющая разсмагриваемыя частицы, сов- 
падавшая лия премены # съ направлетемъ оси вращс- 
6 


— 82 


ня первой изь ныхь, и дая времени { --ФЁ совпадает 
сь наиравлешемъ уже пзмЪиившсйся оси вращешя; а 
есан это справедливо въ момснть {-|- Что, повторяя 
то же разсужленте, мы убфлимся, что оно дояжно быть 
справсдхиво п п истечеши аюбото промежутка вре- 
мени. 

12) кь стр. 21. 'Мо объемтъ части жидкости, со- 
стоящей вссгда изъ одифхь и тБль же частиць, по- 
стоянсиъ, саБдусть изь несжимаемости. 

Замфтимяь злфсь, что выведенныя вь . 2 Поло- 
жемя отпоснтельно постоянства вихрсвого лвиже- 


тя не ихфютъ мфста для жидкостей, подвержен- 
ныхь тренпо. 

13) кь с!:р. 21. Ирмемъ замфпы интеграфи по 
двумь коорлинатамъ интеграйй но поверхности 5’ 
употреблень влервые Слизз’омь (сравн. № ю Оха 
Казеег, стр. 53). Гамь ноказано также, какъь провести 
строгое доказалельство для любой формы поверх- 
ности 5. 1 

Уголъ $ (см. стр. 22} есть молъ между осью вра- 
шеня и нормалью.- 

14} къ стр. 25. Здёсь примфияется такъ называ- 
емое уравнеше Пуассова, по которому сумма вторыхь 
частных произвохныхть потенитала для точекь при- 
тятивающей массы равна илотности, учножепной на 
— п (р. № 2 ОззмаюР?з КТазящег стр. 17). 

гу) цъ стр. 26. Вл, оригинаеЬ ошибочно напеча- 


Таню: «и назовемь эаементь порерхности 8 опять 
Чи». Уравнеше (2а) схр. 27 есть то же, что привс- 
дено уже на стр. 23, только съ измЬисиными обо- 
значенямн.” 


гб) кь сир. 28. Иривсленный законъ о дЪйствыи 


—88— 


засменга лока на магнианую стрЪль —ссть законъ 


ворЗамагга. 


Замгимь сте, чё, для подучетя выражений для 
Аи, Ав, Ак (стр. 27) вь уравистяхь 14) Р субдуеть 
пололитть равнымь ную. 

17) кь сто. 50. Поли 48 какой-нибудь элемент 


д 


[122 
дуги, то $ есть компочепть скорости по направченю 
} 4 


45. Еслн 45 лежигь въ наиравлени лечетя, го че 
иредставляеть всё скорость и имЪеть полохитель- 
е [и 

нос значеше. Если же дк Положительно, то ф воз- 
растаеть сл, возрастатемъ 5, 1.6. ВЪ нацравлени Те 
ченя 9 постоянно увеличивается, и если тсчеше зам- 
кнуто въ ссйф, то пост ирохождешя течены $ въ 
исходпой точ Ь золяио получить иное значене, чБуь 
прежиае. Поэтому $ безконечно многозначно, подобно 
миклометрическимь «ункшямь. 

18) кь стр. 34. Такъ какь вращаюцияся частицы 
им Бются только Иа разсматривасмой поворхности, хо 
и всф выхревыя линшм исжать на поверхности, и ио- 
тому ось вращешя кажлой частигы долина касаться 
поверхности; что вихревыя линш нигдф ие могуть 
выслуцить сь поверхности, вытекасть изъ того, что 
$ 2 вихревая нить никогда не можеть коичаться внутри 
жидкости. Относительно примненнаго здфсь харак- 
тернато свойства потеищала поверхности сравн. № 2 
12 —18. 


к 


ОзёкаР5 Каззщег, 
19) къ стр. 35. Это сяфдуеть изъ того, ито по- 
теншаль притягиваютей линти иа безконечно малом 


тазстоян Ро отъ лин становится безконсчнымъ, какъ 


иг 9 
25 Тю (;}, гАЪ 2 плотность и Тит (' г) == - 25 вля 
+.-=0 
29 
20} къ стр. 30. Первая часть выражетя а 
й 
именио: 
`°р/ 4Р ар ар 
а ини в] ЧжНу4?, 
бана ив 
.з 
це интсграцёи но частямъ и зам Ви 6 {у —= — 626050 


иг т. (отрицательный знакъ входить потому, что © 
есть уголь наклонетя нормали, паправлеитой внутрь, 
съ осью м”) персхоантъ въ: 


р ) [Ре сок &-Н® с08 2-1 ® соз 4 


ан а бе 
Е | И (= +—- ти | а: пиона: 


Посифльйй интеграль согласно четвертому урзопенао 
(1) лаегъ о; даяФе 

и соя -- 9с0з8-|- м" с051 ==9 с05 $. 
Интеграль а) причимасть внль: 


ь) — | Р4 соз $ а®. 
Совершенно такт, же получастся приводимая дальше 
общая формула, вь которой только вмфсто Ро сгоитл 


2 
4. Солфлду ющая часть ’ а именно: 


(И (> е о С и 4гауа: 
ау 


ее 


даегь такимь же образомъ: 


мы “ГР. / а аю 
= } ео со5 — 2? сов В) @® — || (т — “ачаь, 
ы “Ч фи _ 2 
И 2" ии 


Въ уравнении (65) въ орптинатБ по ошибк$ стоить 
Г (вместо 7). Относительно обращевя въ нуль нор- 
мальной слиающей скорости 9 соз $ на поверхности 
(сравн. примфч. 6). 

21) кь стр. 37. Что массы сослв Буствуюня поЕсн- 
шальнымъ функтаямь 7, 27, М, въ общмемь лаютъ 
нуль, выясняется такт: такъ как” пуЗнотся тольхо от- 
дфльныя вихревыя пити, которыя не простираются до 
СЕБнокь, То оп должны, замыкаясь, образовать 
безконсино топктя хольпа. Если и есть поперечное 
сЪченю такого кольца, в — скорость врашенйя, 48 — 
злечепть дуги средней диши, о—УтГоиз, образуемый 
48 сь осью г, То, номня, что ось вращетя ссть, цаса- 
тсльпая кл. средней линшь мы имЪемь: 

==6соз% Ча@фае = и». 


Поэтому вся масса, потепщаль которой сесть Т, вы- 
разнися такты: 


%5| с0$ © 45. 


Но послЪчиш Интегра есть нуль, чакъ какь онъ 
долженть быть распространенъ на замкнутую кривую. 
То же самое справелянво для всЪхъ вихрсвыхь (ко- 
лешь. Впрочемь, новерхностпый интеграль въ выра- 


женти (ба) обратился бы въ нуль п въ томт, случаЪ, 
если бы массы, о которыхъ идеть р6чь, п не били 
нулями. Это сяЪдусть ипзл, сьойстать иогентальной 
функши и ся произвочныхь въ безконстно большомь 
разстояна оть дЬйствующихь массь. 


22) кь стр. 38. Линш гока наи дни теченя суть 
тъ кривыя, касательныя Которыхъ повстоду имфютъ 
то же паправленю, какъ результирующая скорость. 
Лифферсыщальное уравненю этнхъ лин въ данномъ 
случа, тдЪ дфло идегь о движеши по плоскости, 


будсты 
ар 9 ам, „ах, 
и ре да и аи ь 


(оп. 


23} кь стр. 39. Относигельно потсишальной функ- 


и иитеграль этого уравпентя есть № 


ти безконсчно дпанной прямой замфтимт слфдующее. 
Потентиалз, литий, параласльной оси Я и прослира- 


плотность = т и притягиваемая точка зежить въ 
плоскости му, равенъ: 


=), 


тя% 


О 
Этому выражен для И ме 


но иридаль саълующий 
ВИДЪ: 


/ да 
Г 2ю8й -| ак (1+ т. |- 2) — 2 ЮР. 


ля #20 постоянный членъ 2100 Йй пудегь ра- 


ОР 
веньо?, межлу тёмь какъ мис ири Д==ор остался во- 
: 


Сы 


Ре 
} 


внечнымь, а именно — 


ВТ: 


Выражеше дяя Г, которое получается, если, опуская 
постоянное 2ю5й, положимъ Йй — 0, носить назва- 
ню логарномическаго потеншала. 

24) нь вар. 41. Именно если х есть длина соеди- 


няющаго отр 


зка, то 
ат". и) (и $-— и,) = (у. з 1) [© > #1). 


Внося выфсто и,, в, и, #, ихь значевя, опредфляе- 
мыя формулами стр. 19, ть правой части имфемъ нуль; 


И 


слфдовательно, г постоянно. 

25) къ стр. 42. Пусть у==0 сесть уравневе стфики, 
координаты вихревой нити @, 6, и произведене попе- 
речнаго сфченя па скорость вращешя есть т. Зер- 
кальное изображен! вихревой пити имЪегь коорди- 
наты а, —6, п указанное произведен даля него имф- 
еть величипу — я. Компоненты скорости вть любой 
точкЬ жидкости э, у, которыя обусловливаются дан- 
ной внхревой нитью, суть: 


т 9—6 тт—а 
= ф. 2 в 


= ие Ну 


Часть скорости 2, у, обуславливаемая зеркальнымъ 


Иа 


п ре т 

изображенемтъ, иметь компоненты 
т у--Ь р" 
# & ра Е] п .2 
в = р (а— в -Ну-Нья. 


| жтх—а 
„2 1 $ 

чз 

У стыки г=и, шолому © 9, =0; т.е. имфеть 


н.—=— 
1 „2? 
п й 


мфсто движене только паралясльное стфнкЪ. Даля 

основашя перпендикуляра ^==а, у==о, поэтому ч-ни, == 

— 2т & Е = 

=— ъ * Скорость, вызываемая нь самой вихревой 
п 


нити ея зеркальнымь изображением, такъ какъ злЪсь 
т— а, у, 71—26, пудсть: 


РЕ 


т 26 _ т. 
и 

нтакь, эта скорость равиа р скорости у основашя 
перпендикуляра. 


Задачами о движении прямолинейпыхт, вихревыхь 
нитей заниманись кромЪ Бейгапи въ его вышеупомя- 
нугомъ трактатЪ въ особенности еше СлсепМ (Оцан. 
}. ХУ. 1577), Сомез (Оцам. }. ХУ, 1879) в Сто (чене]- 
атззегИ её пациюгзсрепаен Сез. ш Яйисй ХХИ, 1977). 

26) къ стр. 42. Ось пратешя ссаь касатезьпая 


вихревой ани, поэтому косицусы ся направленшя 
суть— 


зп @, с0$ г, 0, а потому компонепты скорости 
врашетя с имБють величин, ланныя нъ зекстф. 

27) кь сир. 43. Формлаа Я. Строки этой страиины 
Уь оригинал таасять: 


Т. т Е — М соз Е. р С обр о 


Также и въ формущЪ на схрок$ 15 и въ слфлующихь 
строкахъ, возд выЬето е — & стоить = -— в. Ири этомь, 
повидимому, выпущено изть виду, что если на мфсто 
е перемфилой иптеграти вводигся = —е, то предЬмы 
дЪлаются равными о и— 21. Поэтому, есаи далфе въ 
оригинал}. положено: 


зе. ди деде 


М со =—ЁШзшЕ=ф== С | (| о = — 

ИИ 6) РН Ш—29 с0зе 
го здЪсь интеграхгь по е распространится огь 0, какь 
нижняо предфла, до — 21, какъ верхпяге, между 
тВагь, нак, изъ дальнфйшаго видио, что за предёлы 


безъь оговорокь принято би |-21. Ше эзюй причин 


измЪнеше формуль оригинала было нсобходимо. Что- 
бы вводить по возмолтности меньше измБисшй въ 


— 59 — 


ускстЪ, = — е замфнено черсзь е — =, и зат Бмь функшя 
ф опредЬаена уравнешсмъ: 


Ех: т | 6 со е.9494е 4е 
т.е ее -Е9— 29, созе° 


тд ипредфяы е суть ош |-2т. Такимь образомь всЪ 


слфдуюция формулы па стр. 43 могли быть удержаны 
без измЪнсвя. 

27а} къ стр.43 Лия пояспешя зам Ътимъ слфлующес. 
"Гакъ какъ для разсматривасмаго злЪсь случая Р==о, 
№-=0, то по уравнетямъ (4) на стр. 24 имЪемъ: 


о Е. С0$ Е. НЯ ое 
42 Ч: ы а2 Ч” 
поэтому ы 
— изшЕ-Р 9 сов Е ==0. И созЕ-- изшЕ хе 
{5 


т. с. слагаюнтая © 


оросхи исрпенликулярная къ ра- 
мусу обрашасгся въ нуль, а слагаютая паралледь- 
у 
& 
чес #2 мы полутимъ, вставляя въ носа Ъянес уравпе- 


. Зна- 


ная радусу (т.е. т) иметь значеме — 


ше (4) на сгр. 24 выражешя дая М п Ё п замБияя 
дифференпированя но г и у диффервинироваысмъ 
по у и в при емъ надо помпить, что ф нс зависить 

ОТТ =. 
25) къ стр. 44. Лая лин точен я имють мБсто ся Б- 
дуюция дифференшальныя уравнетия (сравн. прим. 22): 
Чк _ ау _ 4: _ ыы 9 Ч _ 


Г? ® И тсоз=  тэше 
"Такъ какы 


зп 24." — сов & бу == — Е, 


— 90 — 


10 по первому изъ этихъ хравненй 4==0, такъ ито 
для лиши лока имфемъ 4х = у созе, Чу-ЕЧу зте. 
Поэтому ослается еше уравнсие: 
чу а 
т я 


интеграшя котораго дастъ фу = Сопз. Изображене 
лин тока, вызванныхь однимъ вихревымь КОлЛЬЦОМЪЬ, 
хожио найти у Максвеля въ его Еесисиу ав@ Мая- 
псИзт, Р. П, табл. ХИ. 

29) кь ср. 44. Ч есть значете интеграла въ 
хравнеши (7) въ стр. 43, если отвлечься оть инте- 
траши по дп с. Чтобы ототь интегралъ привести къ 
пормальпому виду элаипуическаго интеграча, стонгь 
ТОЛЬКО замфиить иптегралъ съ предВлами онж 
удвоеннымь имеграломь с прелфтами опт, совер- 
нить подстановку е 


=и— 2$} и выразить ©со$ 9 через 
эр %; тогда: 


тр 
9х *2(2 ый $ — 194$ 


ы 


ЕдЪ х иметь указанное ть текстВ значенс, а отсюда 
вытекаегь нриводимос вь текств значене и Зави- 
сИмМОСтЬ и огь 2 обусаовливается лРать т$фмъ, что 
эта перемфиная содержится вь х. 

Пужно замЪтить, что въ оригинал уравиевя дая 
фьь» ТУ. п ву на 1Ъвой сторонф имфють знакъ -- 
вмфсто знака —, также и иравая часть уравнен]я (За). 
Это измфнеше есть слФдстыс изм нетия, выясненнаго 
въ ирияфчати (27). 


5501 == 


30) кь стр. 45. Въ оригинал у третья и чет- 
вертаго члена лфвой части хравпешя (8а) недостаегь 
множителя 2. ‘Также пужно было прибавить мно- 
жителя 2 и кь соотв Ьуствующимь членам” слфлую- 
злихь уравпетий на этой п сафлующихь сграннцахъ. 
Вирочемь, прибавлешемт, этого множитеня нс изм Б- 
вяется полученный результатъ, такъ какъ тамъ раз- 
сматриваемый члень исцчезасть вь сравнени сь 
друимн. 

31) къ стр. 46. Переходь оть уравнсый (8) и (8а) кь 
уравпетиямь средины страницы 46 можехь вызвать у 
начинающихь затрудиентя въ виду того, что употреблен- 


ный здЪсь способь обозначешй совернепно отличепъ 
отъ предыдущаго; поэтому мы дадимь ся Бдуюшя раз ъ- 
яспешя. Раз 


смотрим, изъ какихьчастей слагаются вели- 
чины, обозпаисиныя вь тскств через ти, т», 1, Пая 
этого обозначим сдагаюния скоросжи, которую но- 
лучаеть первос кольно оть дйстия па него второго, 
чсрезь т; 4», а отличныя оть пихъ Ть1, №1 
будуть слагаюшая скорости, которую получасть второе 


пусть 


кольцо оть перваго. Апалогично Тв» пл булугь саа- 


таюния скоросги, нолучасмой п’ымъ кольцомъ отъ 
лЪйствя  п`аго. 


"Такимь образомъ, если имфется # колецъ: 


== ее. 
а. 
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Иримфняя уравнеие (8) къ первымь авумъ кольламъ, 
получаемъ: 
тт -РРтвь =0 
Образуя аналогичныя урависни всьхь комбанашй 
колець попарно и, складывая вс молучениыя такимь 
образомь уравнешя, находим: 
ура ть. Ед вы Е в -г.. Ето) 
=. вре, Етыг.. уд) =о 
или 
тра быт, --... |- ит, 
Ут 


ирити = 0 


Совершение такиму, же образомь получаскся изъ 
(8а) второе уравнеше вь средиьЪ страницы. Что ка- 
сается первой часги этого ураппешя, то зам тизгь слф- 
дуюшес. Примфняя уравнеше (За) сперва дия первыхъ 
двухъ колепъ, мы получасмь справа: 


ет 
— 2-1 10 
И п То о 


т о 75 
хи бр т т 
= } Л, — тои С 
п 


Я 
=- ти Е тр; 


кдф а, есть часть силовой функти 3, представля- 


юшая дфйстые второго кольци на первое, а 4{„— 
часть, происходящая оть ЯЪФиствя перваго кольца на 
второс. (С: есть опредфленпая ча стр. 45 фуикшя 0, 
вь которой 7, 2, 4, с замбпепы соотв фтетиенно че- 
резь 2» №.› 5, А». Чи» есть функшя, обозначециая на 
стр. +4 черезъ и в» которой пц, 9, У зам Ънсны 


черезь т,, р,, и. Примфияя уравнене (8) послЪло- 


2 9% == 


вательно дая всбуъ комбинаий колеиъ попарно и 
суммируя неЪ полученныя такнмъ образомъ уравнс- 
тя, мы получаемь чля нервой части результирующато 
уравиешя саЪлукищее выраженте: 

д : и ПИТ да Е Ча 
т (фь Ч г... Уи’ 7,2. (Ул г. „д .. 


фуикию ФЕ, +... фи. Гельмгольшь обозначасть 


черезъ м; такимь же образомь мпожигель при тб; 
онь обозначаскь черсзь 1 н т. д. Тогда ванисанное 
выражетис припимаеть выдь: 

Ни. „== Уи при») 

Что каслелся перехода оть констнато чисиа колетщь 
кь безкопечно большему числу, то нужно замтить, 
аго сказанное въ тскстф относительно этого перехода 
отлтосится къ величипамь фт, у, которыя то сихь 
порт, представляли собою конечныя суммы, земерь же 
переходять вь нросгранственные интегралы (а имепно 
{ф исреходиль въ митегрань (7) стр. 43. Обозиачен- 
ное знакомъ У суммировате дасть трехкратную ин- 
теграцио; такимь образомь соодлпошетя между сум- 
мами перехолять въ соотношеня между шестикрах- 
ными ингсгразами. Чао переходъ оль обозпначеннаго 
черезь У суммировай къ инсрапит безь всякихъ 
оговорок возможептъ, саЪдусть ить того, что потен- 
шалъ просхранствепныхь массь и его первыя ироиз- 
водныя конечны и нспрерывны во всемъ пространств. 

Указанная цодъ текстомь работа, какъ много разь 
уже укязывалось, папечатана въ № 2 изд. Озбим 
КИзеясЕ, Что (стр. 46) голько посяЪ перехода отЪ сум- 

4 
ат аг 
объясняется слёлуюншмь обстоятельствомь: выведен- 


т 


мировашя къ ингсграши положено 7 = 
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пыя до этого иерсхола формулы всегда относязся 
дишь къ дфйстыю, которос испытываетт. безконечно 
тонкос кольцо со стороны другихъ, находящихся отъ 
негз на конечном ь разсгояши, МСЖлДУ тЬмь пост 
перехода пеобходимо обратить внимаше и па дЪй- 
стыс безконечно близнихь колсшь, такь что теперь 
ТОЛЬКО дфлается извЪстной полная скорость вь данном 
мфстЪ. 

Зта) къ стр. 47. Это теорема, указанная рапьте. 
424). можпо разсматривать, какъ иоиеречнос сфчеше 
вихревот о кольца. 

32) къ стр. 48. Различно съ обозначетемъ на стр. 36 
въ интеграл Ъ К персмБиными интсграши введелы а, 
5, е. Нужно ипрсдставаять себЪ, конечно, что въ 
Ти М, которня также прелставляются тройными 
интсгралами, ву’бсто а, 6, с введены друйя перемн- 
ныя. 

ЛазЪе, не согласуя сь обозначешемтъ вт, начал © 6, 
пилиндрическтя координаы, вь которыхь выражатотся 
а,Ъ,с, названы черезЪ р, &,/. Поэтому нужно положить 
Е=--—озшЕ, Й==0е0з& между тфмъ какъ формулы 
-ф $1 =, М—= с0$ Е остаются безъ измфиешя. Что 
К постоянно относительно времени, доказано на стр. 37- 

33) кь стр. 48. Здфсь мимохоломъ авторъ ошять 


пользуется буквами 9, с выЪфсто р, ^. Указан- 
ное здЪфсь значене для х вытекаегь изь ааниаго на 
стр. „ ссяи препебречь выситами степенями 6сз- 


конечно маныхъ ьбличить 7 с, 9 

Что касается формулы дая ии» то она осповывает- 
ся на томь, что если х приближасгся къ значеппо 1, 
то полный элаипгическтй интеграть первато рода, 
обозпачаемый Гельмгольцемь черелъ Й становится 


безконечнымъ, какъ 0х (- ) (сравн.  Гезелагс, 


„Ттанё 4е$ ЮпоНбойз еШрйчисв Г. сКар. МХ. а также и „Ои- 


тёрс“, Треоме аег еШрёяеНеп Рипспопев, $ 50). Иоиный 
экс эллиптический интеграть второго рода @ ири х==т 
равняется сдинииф. 

Пренебрегая консчной величиной 2 въ сравнент 
ст, безконстио большой величиной Ё и припимая во 


9 


внимане, что } = сь точностью до безконечно ма- 


лой величины = Г, приводимъ формулу па стр. {+ для 
фи къ виду, данному въ текстЪ. 

Приближенное значеше Ё, которымъ приходится 
позльзоваться ЗАЪСЬ, можно вывести са5дующимь обра- 


зомь. Положимь г— и? ==х,2, и разложимл, инте- 
граль Е на сумму дпухъ интеграповл; получимь: 


я 
«т 
2 2 4 


‚| 


Внбирая для {/ такое значеше, чалобы эт ф аыало 
безконечно малымь, но безконсчно бБольшимъ въ срав- 
вони съ У» мы можемъ въ первой части разложить 
подъинтегральную фупкино по степеняхь х,. Препе- 
брегая уже самой низшей степенью огьх,®, мы подуча- 
ся» слБлующее праближенное значенс первой части Ё\ 


я—м 
2 4 _ (7 ые *)- 2 
| й о ы ь =1о8 2 


такъ какъ ф оезконечно маю. 


96 — 


Вводя ламЪе во второй часги Ё вмфело ф новое 
Я п . а 
ерсминое — {, чоя:но, по малости ф, вмЪсго яп 


и с0з {, положать фи т, и тогда ваорая часть Ё 
егь равна: 


приблильльн & 


(ее 
орт ` я 
/ Е из 

о ь Е] я ур ж. 


2 
А 


ы г. Г х. 
Складывая обЪ части Е и препебрегая ( ‚) кото- 
р 
1 


рая безконсчно мала въ сравнении с 1, имЪемь В= 


4 
ны 


3) къ ср. 19. ПосаБаны строчки  пиредста- 
вняюттЪ собой липи, побочное замфчаше для по- 
слфлующшаго-| Такимъ образомъ, при опрелфлении ио- 


42 
рядка веапчины Е 9 разсматривается, какь величина 
4 


Копечнах, Этеть норядокъ величины ЧЕ почучается 
Ч 


слфдуютимь образомъ: такь какъ И == | ( 


то 
ай х2 


х———— = 
[7 т— и? 


Такимь образомъ выражеше для ту (стр. 44! со- 
держить въ знамепателВ квалратъ безконсчно малой 
®, въ числитеть с первую слепень отъ 5—6 кото- 
рое одного порядка ст #. 


— 97 


Направисие движешя жилкихь частищь по 00% 


стороны кольпа опрехвляется проше весго изь са 
дуюпшхь соображений. Вь томл, мфстЁ кольца, гаЪ 
зи 


е-= 90°, Е 6, це=о С-—0. Находяшаяся вбл 
частипа (сравп. стр. 14) вслФаспие враиеня имфсгь 
сяЪлукишя слаглоция скоростн: ©, — (2— 3}5, | (у—1))6. 
Дан частины, лежащей гь илоскосги кольпа внЪ сто 


8 =}, >; ел Бловательно, движене такой частицы 
2; между ТЬмЪ, 


направлено къ положительной оси 
Для точскь внутри кольиа (2—3, у 9) и направле- 
ше двожешя будегь протпвоположкнымъь. 


Можно логь же резульгать вывести и изъ фор- 


ая вь пиХЬь ==. 


МУ Я м, Ш 


35) кь стр.50.Указанитый за есь результать она» обо- 


снонать слфаукищими, образомтъ. ваукете отдфльтато 
вихренот о кольна, ВАВЬ оно выведс ЗЬ предшеству ю- 
шемь изюжеты, измфиястся Благодаря присутствио 
второго кольна, и соолвЬаствепнос измбисню можно 


г ; @ Ч: 
вычислить. Иусть обозначентя зи, 5, 2 Е“ й 
К 


олносвтся къ одрому кольну, т, 2, а, т — 
ал е _ 4, 
ВИ И: 
тельшы и 22 2; тотда каждое к 
другого лвиталось бы вь сгорону отриц СЛьнНыхЬ 


кв другому, пуль т п т поаоди- 


эльцо безь наличности 


2, и коло т; двигазось бы выереди. Но согласно 
уравиенио (5) стр. 45 
42 42, 
тр ея © 0. 
ар ТМ а 
42 ах 
Поэтому одна из, всяанчить —› С должна быть по- 
к РГ ЧЕ 
чеожательна, лдрутая отрицлаеит на, 1. с. рамусъ ОЛНогО 
7 


— 9% - 


кольца долить увскачиваться, рад ь лумого хмепь- 


шагься. Какой изъ рамусовь увеличьвастся, можно 
обнаружить изъ уравнешя для ту (стр. 4-40, возорое 
при парийтх обозначеняхь напйиптется такь; 
4 т, «4 2 
Рек МР оз - 
тп фе ор 2 — =) 
Но => д, дашфе: 


1акъ же, какь ц сама величина [3 всетда иоложи- 
Чо 
тельны; поотому № 
«Ё 


сть отрицатстьнымь, т. ©. 


КОЛЬЦО, сялЪлующее позади, суживается, их птес же 
впереди распитряезся. Заз?мь изъ фюрмулы иля 0 
(стр. 45) слБлуегь: 

42 от 


_ 4 СР ты 
{а п я +; ] 


Е й Ч 
Значевне для- ти м полунаемь отсюда, зам Бляя 
Я \ 
№ ай га ы 
2 черезъь 2ьа (Ги п оставияя безь изм Бнептя. 
4х 


Такь какъ Г? увеличиваегся, а 2 умепьщастся, той. 


и 0 — 2? — будугь увосличиванся, а "} Ри 2*— 


Е 
2 
з ь а 
— 2? уменыьпаться. Гакл, какь ри ХЕ Положи 
ь ЧЕ 
а: г 4. 
тельны, то-х- будсть нес увеличиваться, а = И пес 
от } | й 
4: ` ь 
умепышаться. Но — п сук, пзяБиентя, ко- 


(И 
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торыя оспрлывають первонаетальтыя двыжешя каж- 
даго кольца въ направасиш отрипательныхь # вь 
зависимости оть присутсиия другого кольца. Такимъ 
обраломь кольцо, слбдувинее позади, суживаясь, бу- 
деть псремфшаться бысгрЪс; пдушес же впереди, рас- 
титряясь, будегь двигаться все медлепие. Подоблымъ 
же образомь можно вывести и резуартаты, относя- 
ицеся вь вмь вихрсвыхь кольпамь сть равпыми ра- 
диусами и равныхит, но прогивопозожно-наиравяенцыми 
скоростями вращевия. 


И. Прерывныя движеня жидкости. 


36) къ сар. у. Относительно вихревыхь поверх- 
пос1ей ср. стр. 34 въ первомъ трактатБ. 

37) кь ар. 55. Расиространсте ударов вь жид- 
кости и движеше вызваиной уларами поверхности 
разрыва (1. е. такой поверупоски, ча которой ско- 
ресть мЬняеся прерывпо) подробиЪе изслфлованы 
СразюйеГемъ (Аппай & Млишайса (21 УШ.” 1877). 

38) къ р. 55. Нсли существуеть потеищалт ско- 
рослей, о интеграшя уравнений гидродинамики |(т) 
сар. 10| ласт: 


иран (1. 


Нсли ф пе зависить оть времени, то изъ (а) слЁ- 
дусгь выставленнос въ тексг6 положен. 

„Аля газовъ Й нс постоянная всличина, какъ для 
несжимаемыхь жидкостей, ло й=ер, ссли имЪфетъ 
м\Ъсто законъ Маротта. Поотому въ уравнети (а) вмЪ- 


. т ы 
сго р ВОЙдеть с1ЮзР. Пели же иринять вь разсчеть, 
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связанипое ст измфиешемь илогноти изм Биене тем- 

пературы, то, полагая, что лазь не полпучаеть и нс 

отдаеть тенла, мы вмфсто закона Маротта имфемь 
т 


урависиь: й==ер7, гаВ ) имЬсть то же значешь, какь 
и па стр. 57. Моэому въ уравнеши (а) выфсто р 


т 


1р у 
выступасть члеиь— тд 1 
6 1 
т— 
< 


39) кь стр. 56. Этотъ резхльтать можно вывести 
слБдующимь образомъ. ЛБло илегъ а дважеши жид- 
кости, облалаютщемь потсишаломь скоростей $; ири 
томт, потенщаль зависить только оть двухЪь поорди- 
нагь, если мы движеше приинмасмь одипаковымъ во 
всЪхь пзоскостяхъ, перпеп цикуляриыхь къ острому 
краю. Есаи примемь ототь край за ось 2, о Фф упо- 
влетпоряеть дифференщальному уравненю: 


во Фо 
дя Г 


и если мы ввежемъ вь нлоскости ду полярныя ко- 
ординаты э, $, то у плоскостей +==о и #—2п—& 
нерпендикулярная кт нимъ слагаютщая скорости, т. с- 


© в. . 
{. должиа обращиться въ пуль. РЕшенте, удовас- 
2 4$ 
творяющее всфмъ отимъ усломямъ, есть: 


т 


2-=ер” сов (,9), га уе >: 


Скорость вь любой гочкЬ жилкости Будстъ: 


и—@ 
сслп & п, уг гу. 
2 —& 


40) къ стр. 57. Надъ илящемь трейя па образованю 
‹лруй эксиериментальныя изстЪдоватя производились 
ОБегресКомъ (Апр. а. Рнуз. |2! 1, 1877- 


4 


Аг) къ стр. 60. При сташонарпомъ теченти я — о; 
нортому уравиете (=) примЪчаыя 38 ласты 


Солзё. = 197, 


тлЪ 4 помная скорость. Тат$е па одной стороп$ по- 
верхпости раздфла долженъ имЬть м+\сто локон, по- 


х т : 
этому тамъ Р р — Сопм. Но чавлейе из обфихь 
д 


ть одну м уу 


сторонахь поверхности раздБаа им 
велипину. СлЁдоватсльно для движущейся части жид- 
кости 9 у этой поверхности дохжно быть постоян- 
нымь; кромф того 9 касается поверхности раздфла. 
42) кь стр. 60 ср. работу Тиндаля „Тйе асбоп о’ 
зоипашть Бгабор$ оп разеоиз ан Паш 15“, РЫйозорв. 
. (4) ХХХШ. 1867. 
43) кь сар. 60. Это легко обнаружить изь закона, 


Маз 


выведениато на стр. 56, если разсматривать транич- 
{поверхность раздфла) какъ 


пую поверухиоскь стр 
вихревую поверху ь. Пока поверхпость остастся 
слашонарной, дЬйстыя, когорыя испытывастт, одинъ 
зэлементь вихревой ити отъ всфхь другихъ, взаимно 
упичтожаются. По какъ только часть поверхности 
сдвинегся, указанныя дБистмя уже ве будуть болфе 


о цензурою. Москва, 26 апрфля 1902 1. 


Е СИ Е 
0. Л. Сомовой, В. Пикитская, д. до-Норманъ. 
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